
۸ از ۱ صفحه

اول مسئلە ی
و z = 0 در آن قاعدە ی یک بگیرید. نظر در ،z محور با محور هم ،L ارتفاع و a شعاع به استوانە ای
مشخص زیر معادلات با استوانه این بدنە ی و قاعدە ها روی بر پتانسیل اگر دارد. قرار z = L در دیگر قاعدە ی

کنید. پیدا استوانه درون را الکتریکی پتانسیل شوند،
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Φ(ρ, ϕ, L) = V (ρ, ϕ)

حل:
است: لاپلاس معادلە ی کنیم، حل باید که معادلە ای این بنابر ندارد. وجود الکتریکی بار استوانه، درون

∇2Φ(x) = 0

می کنیم. حل استوانە ای مختصات دستگاه در را مسئله
∇2Φ(ρ, ϕ, z) = 0
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تابع سه ضرب حاصل شکل به پتانسیل نوشتن با می کنیم. حل متغیرها جداسازی روش به را مسئله
توابع این از یک هر که می شود دیده سادگی به لاپلاس معادلە ی در آن دادنِ قرار و ،Φ = R(ρ)Q(ϕ)Z(z)

می کنند صدق زیر معادلات در
d2Z(z)

dz2
− k2Z(z) = 0 −→ Z(z) = sinh kz, cosh kz

d2Q(ϕ)

dϕ2
+ ν2Q(ϕ) = 0 −→ Q(ϕ) = sin νϕ, cos νϕ
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(
k2ρ2 − ν2)R(ρ) = 0 −→ R(ρ) = Jν(ρ), Nν(ρ)



۸ از ۲ صفحه

همچنین باشد. صحیح عددی ν = m که می کند ایجاب ،ϕ → ϕ+2π تبدیل تحت پتانسیل بودنِ تک مقدار
باشیم. نداشته را Nν پاسخ های که می کند ایجاب ،ρ = 0 نقاط یعنی ،z محور روی بر پتانسیل بودن متناهی
را cosh kz پاسخ که می کند ایجاب ،z = 0 در یعنی پایین، قاعدە ی سطح بر پتانسیل بودن صفر هم چنین

نوشت می توان استوانه جانبی بدنە ی بر پتانسیل بودن صفر شرط به توجه با هم چنین باشیم. نداشته

Φ(a, ϕ) = 0 ⇒ R(a) = 0 ⇒ Jm(ka) = 0

این بنابر
ka = xnm ⇒ kmn =

xmn

a

قضیە ی طبق نیز آن ها همە ی ترکیب و داریم لاپلاس معادلە ی برای پاسخی ،m و n هر ازای به ترتیب، بدین
است پاسخ برهم نهی،

Φ(ρ, ϕ, z) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm(kmnρ) sinh kmnz [Amn sinmϕ+Bmn cosmϕ]

کردن پیدا برای است. باقی مانده استوانه، بالایی قاعدە ی روی بر پتانسیل یعنی مرزی، شرط یک هنوز
می بریم: کار به را شرط این ،Bnm و Anm ضرایب

Φ(ρ, ϕ, L) = V (ρ, ϕ) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

Jm(kmnρ) sinh kmnL [Amn sinmϕ+Bmn cosmϕ]

ϕ روی و a تا 0 از ρ روی و می کنیم ضرب ρJq(kqlρ) sin qϕ در را رابطه طرفین ،Anm کردن پیدا برای
بسل تعامدتوابع شرط نیز و مثلثاتی توابع تعامد شرط از انتگرال گیری هنگام می گیریم. انتگرال  2π تا 0 از

می کنیم ∫استفاده 2π

0

sin qϕ sinmϕdϕ = πδq,m

∫ 2π

0

cos qϕ cosmϕdϕ = πδq,m

∫ 2π

0

sin qϕ cosmϕdϕ = 0

∫ a

0

ρJq(kqlρ)Jq(kqnρ)dρ =
a2

2
J2
1 (kqna)δl,n



۸ از ۳ صفحه

می آیند دست به زیر شکل به Amnها ترتیب بدین

Amn =
2

πa2[sinh kmnL][J2
m+1(kmna)]

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

V (ρ, ϕ)Jm(kmnρ) sinmϕdϕ

مشابه کاملا́ طور به و

Bmn =
2

πa2[sinh kmnL][J2
m+1(kmna)]

∫ a
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ρdρ

∫ 2π
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V (ρ, ϕ)Jm(kmnρ) cosmϕdϕ

B0n =
21

πa2[sinh k0nL][J2
1 (k0na)]

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

V (ρ, ϕ)J0(k0nρ)ϕdϕ



۸ از ۴ صفحه

دوم مسئلە ی
کنید. حل باشد، V0 ثابت مقدار استوانه قاعدە ی روی بر پتانسیل که حالتی برای را قبل مثال
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حل:
صفرند با برابر Bmn و Amn ضرایب تمام که دهیم نشان و کنیم استفاده قبل مثال نتیجە ی از می توانیم
این در که کنیم توجه البته و کنیم حل ابتدا از را مسئله که این یا بنویسیم. را نهایی پاسخ و B0n جز به
با می نویسیم. Φ(ρ, z) = R(ρ)Z(z) شکل به را پتانسیل تابع این بنابر است.  ϕ از مستقل پتانسیل حالت

دید خواهیم متغیرها جداسازی و معادله در دادن قرار
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R(ρ) = 0 −→ R(ρ) = CJ0(kρ) +DN0(kρ)

،B = 0 که می کند ایجاب z = 0 در پتانسیل بودنِ صفر
Φ(ρ, 0) = 0 ⇒ Z(0) = 0 ⇒ B = 0

N0 نداشته جملە ی که می کند ایجاب ،ρ = 0 نقاط برای یعنی ،z محور روی بر پتانسیل بودنِ متناهی و
باشیم

Φ(0, z) ̸= ∞ ⇒ D = 0



۸ از ۵ صفحه

باشد داشته گسستە ای مقادیر k که می شود موجب استوانه جانبی سطح بر پتانسیل بودنِ صفر شرط و

Φ(0, z) = 0 ⇒ R(0) = a ⇒ J0(ka) = 0 ⇒ ka = x0,n ⇒ k0,n =
x0,n

a

آن ها همە ی ترکیب برهم نهی، قضیە ی طبق و داریم لاپلاس معادلە ی برای پاسخی n هر ازای به ترتیب بدین
نوشت زیر شکل به می توان استوانه درون را الکتریکی پتانسیل یعنی است. معادله پاسخ نیز

Φ(ρ, z) =

∞∑
n=1

AnJ0(k0,nρ) sinh(k0,nz)

شده، گفته مطالب به توجه با واقع در باشد. برقرار مرزی شرایط که کنیم انتخاب گونە ای به باید را Anها

z = L در پتانسیل باقی مانده، شرط می کند. برقرار را ρ = a و ρ = 0 و z = 0 در مرزی شرایط تابع، این
است.

Φ(ρ, L) = V0 =
∞∑

n=1

AnJ0(k0,nρ) sinh(k0,nL)

ρJ0(k0,mρ) در را فوق رابطە ی طرفین می کنیم. استفاده بسل توابع تعامد رابطە ی از An کردنِ پیدا براب
می گیریم انتگرال a تا 0 از ρ روی و می کنیم ضرب

V0

∫ a

0

ρJ0(k0,m)dρ =

∞∑
n=1

An sinh(k0,nL)

∫ a

0

ρJ0(k0,mρ)J0(k0,nρ)dρ

=

∞∑
n=1

An sinh(k0,nL)
a2

2
J2
1 (k0,ma)δn,m

= Am sinh(k0,mL)
a2

2
J2
1 (k0,ma)

ترتیب بدین
An =

2

a2 sinh(k0,nL)J2
1 (k0,na)

V0

∫ a

0

ρJ0(k0,n)dρ

می کنیم: استفاده بازگشتی روابط از یکی از فوق، رابطە ی انتگرال محاسبە ی برای
d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x)

آن گاه ،ν = 1 دهیم قرار فوق، رابطە ی در اگر
d

dx
[xJ1(x)] = xJ0(x)



۸ از ۶ صفحه

یا و
d

dρ
[ρJ1(kρ)] = kρJ0(kρ)

می شود نتیجه رابطه این از انتگرال گیری ∫با a

0

d[ρJ1(kρ)] = k

∫ a

0

ρJ0(kρ)

نتیجه در ∫و a

0

ρJ0(kρ)dρ =
a

k
J1(ka)

می شود تعیین زیر شکل به مسئلە  این در An ضرایب این، بنابر

An =
2V0

a2 sinh(k0,nL)J2
1 (k0,na)

a

k0,n
J1(k0,na)

با است برابر استوانه درون پتانسیل نهایت در و

Φ(ρ, z) = 2V0

∞∑
n=1

J0(k0,nρ)

k0,naJ1(k0,na)

sinh(k0,nz)

sinh(k0,nL)

یا و
Φ(ρ, z) = 2V0

∞∑
n=1

J0(x0,nρ/a)

x0,nJ1(x0,n)

sinh(x0,nz/a)

sinh(x0,nL/a)



۸ از ۷ صفحه

نظر در z محور با محور هم 0 ≤ z < ∞ و ρ = a معادلە ی با درازی بسیار استوانە ی سوم مسئلە ی
درون را الکتریکی پتانسیل شوند، مشخص زیر معادلات با استوانه این سطح روی بر پتانسیل اگر بگیرید.

کنید. پیدا استوانه
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حل:
این جا در کنید). مطالعه دقت با را قبل مسئلە ی (توضیحات است قبل مسئلە ی شبیه بسیار مسئله این

بنویسیم زیر شکل به را z بخش پاسخ که می کند ایجاب سوم، مرزی شرط
Z(z) = e−kz

داشته گسسته مقادیر  k که می کند ایجاب هم جانبی سطح روی بر پتانسیل بودنِ صفر قبل، مسئلە ی مانند
باشد

k0,n =
x0,n

a

نوشت می توان زیر شکل به را پتانسیل و
Φ(ρ, z) =

∞∑
n=1

AnJ0(k0,nρ)e
−k0,nz

می بریم کار به را مرزی شرط˼ آخرین ،An کردن پیدا برای
Φ(ρ, 0) = V0 =

∞∑
n=1

AnJ0(k0,nρ)

بسل توابع تعامد شرط از استفاده با و
An =

2V0

a2J2
1 (k0,na)

∫ a

0

ρJ0(k0,nρ)dρ



۸ از ۸ صفحه

دیدیم قبل مسئلە ی در ∫اما a

0

ρJ0(k0,nρ)dρ =
a

k0,n
J1(k0,na)

این بنابر
An =

2V0

k0,naJ1(k0,na)

با است برابر استوانه درون الکتریکی پتانسیل نهایت در و

Φ(ρ, z) = 2V0

∞∑
n=1

J0(k0,nρ)

k0,naJ1(k0,na)
e−k0,nz

یا و
Φ(ρ, z) = 2V0

∞∑
n=1

J0(x0,nρ/a)

x0,nJ1(x0,na)
e−x0,nz/a


