
۲ فصل

بس ذرە ای شرودینگر معادلە ی

پیش نیازهای حداقل از و م کنیم آغاز کوانتوم انی م پایە ی مفاهیم از را خود بحث فصل این در

بین است پل واق در فصل این م کنیم. استفاده مواد کوانتوم نظریە ی بنیادی معادلات توسعە ی برای لازم

هیدروژن) اتم برای شرودینگر معادلە ی حل (مثل خارج پتانسیل ی در واق تک ذرە ی کوانتوم انی م

را آن که هسته، و ترون ال زیادی تعداد از ل متش برهم کنش سیستم ی مطالعە ی برای لازم فرمول بندی و

م نامیم. نیز ۱ ترون ال ساختار نظریە ی

فصل این مباحث باشیم، داشته مواد کوانتوم نظریە ی کلیدی ایدە های از بهتری درک که این برای

B و A پیوست های در دقیق تر استدلال های و اثبات ها . استدلال تا است اقناع بحث های بر مبتن عمدتاً

شدە اند. گنجانده

کولن برهم کنش ۱ −۲

مجموعە ی مواد که است نکته این پذیرش آغازین، نقطە ی ، اتم مقیاس در مواد خواص درک برای

بسپریم: خاطر به را زیر نمادین معادلە ی نیست بد اساس این بر هستند. وهستە ها ترون ها ال از پیچیدە ای

هستە ها + ترون ها ال = مواد

بین نیز و ترون ها ال بین سو، ی از دارند. قرار ر دی ی با ظریف تعادل در مواد، دهندە ی یل تش ذرات

نیروهای این دارد. وجود کولن جاذبە ی هستە ها و ترون ها ال بین ر دی سوی از و کولن دافعە ی هستە ها

فاصلە ی با ترون ال دو بین تروستاتی ال برهم کنش انرژی است. کرده ایجاد را مزبور تعادل جاذبه، و دافعە 
1electronic structure theory
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بس ذرە ای۲ شرودینگر معادلە ی

م آید: دست به زیر رابطە ی از dee

Eee =
e2

4πϵ0dee
(۱ −۲)

اتم عدد با هستە های بین دافعە ی برهم کنش انرژی است. خلأ گذرده ضریب ϵ0 و است ترون ال بار e

با: است برابر dnn فاصلە ی و Z

Enn =
Z2e2

4πϵ0dnn
(۲ −۲)

با: است برابر den فاصلە ی با هستە ها و ترون ها ال بین جاذبە ی انرژی هم چنین

Een = − Z2e2

4πϵ0den
(۳ −۲)

(۳ −۲) تا (۱ −۲) معادلات در شده بیان برهم کنش های است. برهم کنش بودنِ جاذبە  بیان گر منف علامت

شد. خواهد دیده کتاب این سراسر در روابط این م دهند. یل تش را مواد کوانتوم نظریە ی اساس

بس ذرە ای شرودینگر معادلە ی ۲ −۲

رفتار درک برای که گرفتە ایم یاد [Merzbacher, 1998] کوانتوم انی م درس کتاب های از

از نظر مورد ناحیە ی از نقطه هر در را آن ها ψ(r) موج تابع شرودینگر، معادلە ی حل با باید ذرات کوانتوم

ە  ی بردارهای ûx, ûy, ûz . [Schrödinger, 1926] کنیم تعیین ،r = xûx + yûy + zûz فضا،

آن گاه کنیم، محدود ایستا ترون ال حالت های به را خود بحث اگر هستند. مختصات محورهای راستای در

۱۰ فصل در را شرودینگر زمان به وابسته (معادلە ی کنیم. حل را شرودینگر زمان از مستقل معادلە ی باید

است: زیر نمادین ل ش دارای شرودینگر زمان از مستقل معادلە ی م کنیم). بررس

پتانسیل) انرژی + جنبش ψ(انرژی = Eψ (۴ −۲)

در ذره یافتن احتمال م شود. توصیف ψ موج تابع با که است پایایی حالت های مقدار ویژه E آن در که

معادلە ی دارد، قرار  V (r) پتانس انرژی تحت که ترون ال ی برای .|ψ(r)|2 با است برابر r نقطە ی

م شود: نوشته زیر ل ش به (۴ −۲)[
p2

2me
+ V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (۵ −۲)

است: زیر ل ش به تکانه کوانتوم ر عمل است. ترون ال جرم  me آن در که

p = −ih̄∇, ∇ ≡ ûx
∂

∂x
+ ûy

∂

∂y
+ ûz

∂

∂z
(۶ −۲)



بس ذرە ای شرودینگر معادلە ی ۲ −۲۳

انرژی پایین ترین برای (۵ −۲) معادلە ی پاس  ψ0 کنید فرض 2π است. بر تقسیم پلانک ثابت h̄ = h/2π

اشغال را ψ0 دقیقاً ترون ال یعن است. خود انرژیِ حالتِ پایین ترین در سیستم تعادل، حالت در باشد.

جدیدی نکتە ی هیچ این جا تا م شود. تعیین |ψ0(r)|2 با تعادل حالت در ترون ال توزیع این بنابر م کند.

نگفتە ایم. مقدمات کوانتوم انی م به نسبت

جدید سیستم این برای را بار توزیع م خواهیم کنیم. اضافه ترون ال ی سیستم، این به کنید فرض حال

که این شرط به داد جا ψ0 حالت ویژه در را دوم ترون ال م توان که م کند بیان پائول طرد اصل کنیم. پیدا

م کنیم، بحث ترون ال اسپین بارە ی در که ۱۱ فصل در موضوع (این باشد. هم مخالف ترون ها ال اسپین

|ψ0|2 واق در بود. خواهد 2|ψ0|2 با برابر ترون ال بار توزیع ذرە ای دو سیستم این در شد.) خواهد روشن تر

م کنند دف را ر هم دی ترون ها ال که دانیم م (۱ −۲) رابطە ی به توجه با کردە ایم. جم اولیه مقدار با را

(۵ −۲) معادلە ی در V پتانسیل هم و ψ0 ل ش هم که م شود باعث دافعه برهم کنش که م رسد نظر به و

نیست. دقیق خیل ترون ال دو سیستم توصیف در ما کوانتوم رهیافت نخستین این بنابر کند. تغییر

ترون بس ال سیستم های بتوانیم باید بدهیم توسعه معقول و مفید ل ش به را مواد نظریە ی که این برای

معادلە ی یعن خود، شروع نقطە ی است لازم کار این برای و کنیم. توصیف درست به را بس هستە ای و

کنیم. اصلاح کم را (۴ −۲)

بس ذرە ای موج تابع است لازم کنیم م صحبت بس هستە ای و ترون ال بس سیستم های مورد در وقت

ترون Nال از ل متش سیستم برای هستە هاست. و ترون ها ال موقعیت به وابسته تابع این کنیم. معرف را Ψ

نوشت: م توان R1,R2, · · · ,RM ان های م با M هسته و r1, r2, · · · , rN ان های م با

Ψ = Ψ(r1, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM ) (۷ −۲)

کمیت که کرد درک م توان است، r ان م در ترون ال ی یافتن احتمال بیان گر |ψ(r)|2 که همان طور

ترون ال و r1 در اول ترون ال «هم زمان» یافتن احتمالِ بیان گر نیز |Ψ(r1, · · · , rN ;R1, · · · ,RM )|2

این است. ترون ال بار کل ال چ است، جالب ما برای آن چه موارد بسیاری در است. آخر ال و r2 در دوم

دست به زیر ل ش به که است r ان م در برچسبی) هیچ (بدون ترون ال هر یافتن احتمال مستقیم تعریف

ری دی جای هر در ر دی ترون های ال و باشد r ان م در ۱ ترون ال که این P (r1 = r) احتمالِ م آید.

همە ی r2, · · ·RM و باشد r = r1 که است حالت هایی همە ی از عطف منطق ترکیب ی واق در باشند،

کنند: جاروب را ماده حجم

P (r1 = r) =

∫
|Ψ(r, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM )|2

× dr2 · · · drNdR1, dR2, · · · , dRM (۸ −۲)



بس ذرە ای۴ شرودینگر معادلە ی

است: ترون ال ال چ همان r نقطە ی هر در ترون ال یافتن احتمال

n(r) = P (r1 = r) + P (r2 = r) + · · ·+ P (rN = r) (۹ −۲)

جملات از هرکدام این بنابر تمیزناپذیرند. ذراتِ ترون ها ال ، کوانتوم انی م در که است یادآوری به لازم

ل ش به را (۹ −۲) رابطە ی ترتیب بدین م آیند. دست به (۸ −۲) رابطە ی (۲− ۹)با رابطە ی راست طرف

نوشت: توان م فشردە تری

n(r) = N

∫
|Ψ(r, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM )|2 dr2 · · · rNdR1, dR2, · · · , dRM

(۱۰ −۲)

باشد، بهنجار ماده درون Ψ موج تابع ∫اگر
|Ψ(r1, r2, · · · , rN ;R1,R2, · · · ,RM )|2 dr1dr2 · · · rNdR1, dR2, · · · , dRM = 1

(۱۱ −۲)

روی ترون ال ال چ انتگرال رود، م انتظار که چنان ،(۱۰ −۲) معادلە ی با معادله این ترکیب با آن گاه

ترون ها: ال تعداد با است برابر ماده، حجم فضای ∫تمام
n(r)dr = N (۱۲ −۲)

سادگ به معادله این در و برگردیم (۴ −۲) معادلە ی به م توانیم کردیم، معرف را بس ذرە ای موج تابع که حال

دهیم: قرار Ψ را ،ψ جای به

پتانسیل) انرژی + جنبش Ψ(انرژی = EtotΨ (۱۳ −۲)

Ψ توصیف بس ذرە ای موج تابع با که است کوانتوم حالت برای سیستم کل انرژی معرف Etot این جا در که

جز به (۵ −۲) بنویسیم تک ذرە ای ل ش به را جنبش انرژی که است لازم (۱۳ −۲) معادلە ی در م شود.

یریم: ب نظر در را هسته Ⅿ و ترون ال N باید این جا در که این

جنبش انرژی = −
N∑
i=1

h̄2

2me
∇2

i −
M∑
I=1

h̄2

2MI
∇2

I (۱۴ −۲)

هر مختصات به نسبت ∇2 لاپلاس عملر در مشتقات هستند. هستە ها از هری جرم های · · · و M1,M2

مثلا م شود. گرفته ذره

∇2
1 =

∂2Ψ

∂x21
+
∂2Ψ

∂y21
+
∂2Ψ

∂z21
(۱۵ −۲)



بس ذرە ای شرودینگر معادلە ی ۲ −۲۵

گرفتن نظر در با (۳ −۲) تا (۱ −۲) معادلات از م توانیم پتانسیل، انرژی به مربوط جملە ی نوشتن برای

یریم: ب کم سیستم جفت بارهای همە ی

پتانسیل) ee(انرژی =
1

2

∑
i ̸=j

e2

4πϵ0

1

|ri − rj |
(۱۶ −۲)

ی زیرا است شده گذاشته کنار حالت i = j حالت م کنند. تغییر N 1 تا از j i و شاخص های این جا در

ی بار فقط ذره جفت هر که است این خاطر به 1/2 ضریب هم چنین ندارد. برهم کنش خودش با ترون ال

آید. حساب به

با: است برابر هستە ها جفت بین کولن دافعە ی هم چنین

پتانسیل) nn(انرژی =
1

2

∑
I ̸=J

e2

4πϵ0

ZIZJ

|RI −RJ |
(۱۷ −۲)

پتانسیل م دهد. نشان را هستە ها اتم عدد ZI م کنند. تغییر M 1 تا از J و  I شاخص های این جا در

با: است برابر نیز هستە ها و ترون ها ال بین جاذبە ی

پتانسیل) en(انرژی = −
∑
i ̸=j

e2

4πϵ0

ZI

|ri −RJ |
(۱۸ −۲)

معادلە ی م توانیم (۱۸ −۲) تا (۱۳ −۲) معادلات ترکیب با حال م کنند. تغییر M 1 تا از I و N تا 1 از i

بنویسیم: را بس ذرە ای شرودینگر

−∑
i

h̄2

2me
∇2

i −
∑
I

h̄2

2MI
∇2

I +
1

2

∑
i ̸=j

e2

4πϵ0

1

|ri − rj |

1

2

∑
I ̸=J

e2

4πϵ0

ZIZJ

|RI −RJ |
−

∑
i,I

e2

4πϵ0

ZI

|ri −RJ |

 (۱۹ −۲)

سراسر در را قرارداد این م کنند. تغییر M تا 1 از J و I شاخص های و N تا 1 از j و i جم شاخص های

شود.) بیان آن خلاف صراحت به که جایی در ر (م م بریم کار به کتاب این

تعادل حالت در مواد رفتار مطالعە ی برای است لازم که است چیزی تمام (۱۹ −۲) معادلە ی معمولا

و خارج ترومغناطیس ال میدان با برهم کنش ، زمان بستگ است لازم باشیم، دقیق تر بخواهیم اگر بدانیم.

م پردازیم. موارد این به ۱۱ و ۱۰ فصل های در کنیم. وارد نیز را نسبیت تصحیحات برخ

آن به (که انرژی کم ترین به مربوط ویژە مقادیر و کنیم حل را (۱۹ −۲) معادلە ی م توانستیم اگر

حالت (در را مواد خواص از بسیاری م توانستیم آن گاه آوریم، دست به را م گوییم) سیستم پایە ی حالت



بس ذرە ای۶ شرودینگر معادلە ی

فازی. دیاگرام های و گرمایی خواص سیستم، یل تش آنتالپی ، الاستی قبیل از خواص کنیم. پیدا پایدار)

بسیار ساده) ول های مول (مثلا سیستم ها سادە ترین برای حت (۱۹ −۲) معادلە ی حل که این جاست ل مش

باشیم. داشته کار سخت از کل برآورد ی م توانیم است. ن مم غیر عملا موارد بیش تر در و چالش برانگیز

از مجموعە ای به فضا (مش بندی) کردن گسسته (۱۹ −۲) دیفرانسیل معادلە ی حل برای ن مم روش ی

بحث Ⅽ پیوست در روش (این است. خط سیستم ی به محدود تفاضل روش با مسئله تبدیل و نقاط

مثل نیم رسانایی مثلا بلور، ی بسیط یاختە ی هستە های و ترون ها ال م خواهیم کنید فرض است.) شده

که a3/4 با است ،برابر الماس ساختار در ون، سیلی بسیط یاختە ی حجم کنیم. توصیف را ون، سیلی

شامل مش بندی ای چنین باشد. ∆x ∼ 0.1Å م تواند بسیط یاختە ی مناسب مش بندی ی .a = 5.43Å

(پایه، دارد وجود ون سیلی اتم دو بسیط یاختە ی در بود. خواهد Npنقطه = (a3/4)/(∆x)3 ∼ 40, 000

در ذرات تعداد هسته دو احتساب با بنابراین است. ظرفیت ترون ال چهار دارای اتم هر است). اتم دو

ΨSi(r1, ·, r8; R1,R2) کوانتوم حالت های کل تعداد این بنابر است. N +M = 10 با برابر یاخته

با ماتریس های به مربوط محاسبات که است واض مختلط. عدد NN+M
p ∼ 1046 با: است برابر لازم

سیستم ابعاد با نمایی ل ش به ۱۹ −۲ معادلە ی حل پیچیدگ ، کل حالت در است. ن مم غیر ابعاد، این

اخیر قرن در م نامند. شرودینگر بس ذرە ای معادلە ی حل در نمایی» «دیوارە ی را ل مش این م یابد. افزایش

نتیجە ی در دادە اند. انجام نمایی دیوارە ی این زدن دور برای گستردە ای تلاش های ران پژوهش از بسیاری

۹ −۲ معادلە ی برای دقت، و پیچیدگ از مختلف درجات با توجه جالب تقریب های امروزه، تلاش ها، این

است. کردە  فراهم اتم ابعاد در را مواد مطالعە ی ان ام که دارد وجود

شرودینگر معادلە ی با که مواد، مطالعە ی در ما لات مش بیش تر که دید خواهیم بعدی بخش های در

است. ،۱ −۲ معادلە ی ترون ها، ال بین کولن دافعە ی از ناش م شود، آغاز بس ذرە ای

اتم اهای ی ۳ −۲

آن از قبل باشیم. داشته آن از بهتری درک تا بنویسیم سادە تر را ۱۹ −۲ معادلە ی م کنیم تلاش ادامه در

کنیم. صحبت گیری اندازه اهای ی مورد در اندک نیست بد

ترون ال جرم ،h̄ پلانک ثابت شوند، حساب آزمایش طریق از باید که کمیات تنها ۱۹ −۲ معادلە ی در

که را عناصر هستە های جرم است. ϵ0 خلأ گذرده ضریب و e ترون ال بار ،MI هستە ها جرم ،me

پروتون جرم برابر 263.3 تا ((H) هیدروژن هستە ی (برای پروتون جرم برابر ی مرتبە ی از م دانیم:

متحده ایالات تکنولوژی دادە های اه پای و استانداردها مل مؤسسە ی اساس بر .(236.3U هستە ی (برای



اتم اهای ی ۳ −۲۷

کنیم: استخراج م توانیم را زیر دادە های (http://physics.nist.gov/cuu)

h̄ = 1.05457163× 10−34J.s,

me = 9.10938291× 10−31kg,

mp = 1.67262164× 10−27kg,

e = 1.60217649× 10−19C,

ϵ0 = 8.85418782× 10−12F/m.

که آن جا از ندارد. بررس مورد مادە   ی به ربط هیچ و هستند فیزی بنیادی کمیت های مقادیر، این همە ی

به دادە ها برازش با یا و تخمین اندازە گیری، با که ندارد وجود تجربی پارامتر هیچ (۱۹ −۲) معادلە ی در

م نامیم. اولیه۲» اصول «رهیافت را (۱۹ −۲) معادلە ی با مواد خواص بررس آید، دست

م شوند ظاهر معادله در که انرژی مقادیر مرتبە ی از درک است لازم (۱۹ −۲) مثل معادلات با مواجهه در

شعاع است. هیدروژن اتم کرد، تصور بتوان که هستە ها و ترون ها ال از سیستم سادە ترین باشیم. داشته

معادلە ی نیز و مقدار این از استفاده با است. a0 ≃ 0.529Å پایه حالت در هیدروژن اتم اربیتال میانگین

قدر (البته انرژی این مقدار کنیم. محاسبه را ترون⁃پروتون ال زوج کولن انرژی میانگین م توانیم (۳ −۲)

با: است برابر آن) مطلق

EHa =
e2

4πϵ0a0
(۲۰ −۲)

مشابه فاصلە ی با ترون ال زوج ی یا پروتون زوج ی بین کولن انرژی است. هارتری۳ ،Ha از منظور که

از (۱۹ −۲) معادلە ی در پتانسیل انرژی های نوع مقدار که بزنیم حدس م توانیم این بنابر است. EHa نیز

است. EHa مرتبە ی

در بزنیم. تخمین را (۱۹ −۲) معادلە ی در جنبش انرژی مقدار م توانیم کلاسی نیمه بحث ی با

زاویە ای تکانە ی که طوری به هستند کوانتیده ترون ال مدارهای که م دانیم (۱۹۱۳) هیدروزن اتم بوهر مدل

با است برابر پایه، حالت در

meva0 = h̄, (۲۱ −۲)

است: برابر هسته جاذبە ی نیروی با مرکز جانب نیروی ر دی سوی از است. ترون ال سرعت v آن در که

me
v2

a0
=

e2

4πϵ0a20
(۲۲ −۲)

2first-principles approach
3Hartree
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م گیریم: نتیجه (۲۲ −۲) تا (۲۰ −۲) معادلات ترکیب با

e2

4πϵ0a20
=

h̄2

mea20
,

و

1

2
mev

2 =
1

2
EHa.

که م رسد نظر به ساده، تخمین این با است. EHa مرتبە ی از نیز جنبش انرژی که م بینیم آخر معادلە ی در

نظر در م شوند، ظاهر (۱۹ −۲ معادلە ی در که انرژی مقادیر برای طبیع ای ی عنوان به را EHa م توانیم

کنیم: تقسیم مقدار این به را (۱۹ −۲) معادلە ی جملات از ی هر که است مناسب تر ترتیب بدین یریم. ب

−∑
i

1

2
a20∇2

i −
∑
I

1

2(MI/me)
a20∇2

I +
1

2

∑
i ̸=j

a0
|ri − rj |

+
1

2

∑
I ̸=J

ZIZJ
a0

|RI −RJ |
−
∑
i,I

a0
|ri −RI |

+Ψ =
Etot

EHa
(۲۳ −۲)

فاصله ،EHa حسب بر را انرژی اگر که م دهد نشان واض خیل شرودینگر بس ذرە ای معادلە ی ل ش این

بعد به این از آوریم. م دست به سادە تری بسیار نمادگذاری بنویسیم، me برحسب را جرم و a0 برحسب را

کنیم: بیان این از غیر صریحا که مواقع در ر م م بریم کار به را واحدها همین کتاب این در ما

1Ha = 27.2114eV = 4.3597× 10−18J,

1bohr = 0.529177Å = 0.529177× 10−10m,

1a.u.of mass = 9.010938291× 10−31kg, جرم) اتم (واحد

هارتری» اتم «واحد هم، با را واحدها این است. اتم واحد a.u. از منظور و هارتری ،Ha از منظور

نیاز ثابت چهار مقادیر به کنیم، بیان را هارتری واحدهای مشخص کاملا ل ش به بخواهیم اگر م نامیم.

.e = 1 م گیریم: ی با برابر را آن که است ترون ال بار افتاده، قلم از که چهارم ثابت این جا در داریم.

م کند. پیدا را زیر مناسب ل ش هارتری، واحدهای حسب بر شرودینگر، بس ذرە ای معادلە ی



ثابت هستە های تقریب ۴ −۲۹

−∑
i

∇2
i

2
−
∑
I

∇2
I

2MI
−

∑
i,I

ZI

|ri −RI |
+

1

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |

+
1

2

∑
I ̸=J

ZIZJ

|RI −RJ |

Ψ = EtotΨ (۲۴ −۲)

کاملا معادله این است. اولیه اصول با مواد مدل سازی در شرودینگر بس ذرە ای معادلە ی ل ش مرسوم ترین این

MI اتم جرم و ZI اتم عدد فقط لازم، خارج پارامترهای تنها رهیافت، این در که م دهد نشان واض

هستند.

ثابت هستە های تقریب ۴ −۲

فکر این به باید ،(۲۴ −۲) معادلە ی در نظر مورد مادە ی اتم جرم و اتم اعداد شدنِ مشخص از بعد

که چرا است عموم خیل ،(۲۴ −۲) معادلە ی ، کنون شرایط در کنیم. حل چطور را معادلە  که کنیم

نه معادله این حل حقیقت در و جامدات؛ و مایعات تا گرفته گازها از است: چیز همه کنندە ی توصیف

یریم: ب نظر در را محدودتری بخش است بهتر مرحله این در نیست. سودمند اصلا ه بل پیچیده، بسیار فقط

حرکت توجه قابل فواصل در م توانند هستە ها پلاسماها، و مایعات گازها، در جامدات. و ول ها مول

در هستە ها م شوند، جذب جامدات سط در که ول هایی مول برای یا و جامدات در که حال  در کنند،

م کنیم فرض شروع، نقطە ی ی عنوان به این بنابر م مانند. باق ان ها، م آن نزدی یا ، خاص ان های م

ی یا و بلوری منظم ە ی شب ی م توانند هستە ها هستند. ثابت مشخص ان های م در هستە ها که

این مهم نکتە ی ساختار، ل ش از صرف نظر بدهند. یل تش ول مول ی یا و (آمورف) ل ش بی ساختار

کنیم. متمرکز ترون ال بر کاملا را خود توجه م توانیم ما و نم شود جابجا توجه قابل مسافت هسته که است

قابل و معمول روش ی این اما م کنیم، تحمیل مسئله به را محدویت و قید داریم که م رسد نظر به چه اگر

بلورشناس با خوبی دقت با آن ها ان ها م و ثابت اند تقریبا هستە ها بلور ی در مثال عنوان به است. قبول

م شود. تعیین X پرتو

انی م در قطعیت عدم اصل کنیم. بیان را آمیزی احتیاط نکتە ی است لازم بحث، ادامە ی از پیش

زیرا یریم؛ ب نظر در حرکت بی کاملا تعادل شان، ان های م در را هستە ها که م شود این از مان ، کوانتوم

فصل در کنند. برقرار را ∆x∆p ≥ h̄ رابطە ی باید ∆p تکانه در قطعیت عدم و ∆x ان م در قطعیت عدم

م کنیم. وارد نظریە مان در ونه چ را قطعیت عدم این که دید خواهیم چهار

در این بنابر نم کنند. حرکت عملا و سنگین اند کاف اندازە ی به هستە ها که م کنیم فرض ما این جا در

هستە ها جنبش انرژی از م توان انتخاب، این با بدین ترتیب، .MI = ∞ م دهیم: قرار (۲۴ −۲) معادلە ی



بس ذرە ای۱۰ شرودینگر معادلە ی

برای بود. خواهد ثابت مقدار نیز هستە ها دافعە ی برهم کنش هم چنین کرد. چشم پوش (۲۴ −۲) معادلە ی در

کنیم: تعریف و ببریم (۲۴ −۲) معادلە ی راست سمت به را ثابت مقدار این است بهتر سادگ

E = Etot −
1

2

∑
I ̸=J

ZIZJ

|RI −RJ |
(۲۵ −۲)

درم آید: زیر ل ش به (۲۴ −۲) معادلە ی ترتیب، ∑−بدین
i

∇2
i

2
−
∑
i,I

ZI

|ri −RI |
+

1

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |

Ψ = EΨ (۲۶ −۲)

تابع فقط را Ψ و آوریم حساب به خارج پارامتر ی عنوان به را RI هستە ها مختصات م توانیم حال

اگر بود خواهد روشن تر بسیار روند این .Ψ = Ψ(r1, · · · , rN ) یریم: ب نظر در ترون ال مختصات از

شود: تعریف زیر ل ش به م کند، احساس ترون ال که هسته، کولن  پتانسیل

Vn(r) = −
∑
I

ZI

|r−RI |
, (۲۷ −۲)

م شود: ناپدید کاملا هستە ها مختصات (۲۶ −۲) معادلە ی در ترتیب بدین

−∑
i

∇2
i

2
+
∑
i

Vn(ri) +
1

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |

Ψ = EΨ (۲۸ −۲)

شرودینگر معادلە ی به شبیه حدی تا اخیر معادلە ی است. ترون ال ساختار نظریە ی اساس معادلە ی معادله، این

هست ترون ال زیادی تعداد این جا در م دانیم که است این آن ها اصل تفاوت است. (۵ −۲) تک ذرە ای

دارد. وجود کولن دافعە ی ها آن بین که

ترون بس ال هامیلتون م کنیم: تعریف زیر ل ش به را نمادگذاری هایی روابط، ل ش سازی ساده منظور به

م شود: تعریف زیر ل ش به

Ĥ(r1, · · · , rN ) = −
∑
i

1

2
∇2

i +
∑
i

Vn(ri) +
1

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
(۲۹ −۲)

م شود: نوشته زیر فشردە ی ل ش به (۲۸ −۲) معادلە ی ترتیب بدین

ĤΨ = EΨ (۳۰ −۲)

کرد: تعریف زیر ل ش به را ترون تک ال هامیلتون م توان که م شود دیده (۲۹ −۲) معادلە ی به نگاه با

Ĥ0(r) = −1

2
∇2 + Vn(r) (۳۱ −۲)



مستقل ترون های ال تقریب ۵ −۲۱۱

نوشت: زیر ل ش به بخش دو از ل متش را ترون بس ال هامیلتون نتیجه در و

Ĥ(r1, · · · , rN ) = −
∑
i

Ĥ0(ri) +
1

2

∑
i ̸=j

1

|ri − rj |
(۳۲ −۲)

نشان است. ترون ال دو و  Z = 2 با هسته ی شامل که است He هلیوم اتم مسئلە ی بس ذرە ای، شرودینگر معادلە ی برای حالت سادە ترین تمرین۲− ۱:

است: زیر ل ش به ثابت هستە ی تقریب در He هلیوم اتم برای شرودینگر زمان از مستقل معادلە ی که دهید

[
−

1

2
∇2

1 −
2

|r1|
−

1

2
∇2

2 −
2

|r2|
−

1

|r1 − r2|

]
Ψ(r1, r2) = EΨ(r1, r2) (۳۳ −۲)

مستقل ترون های ال تقریب ۵ −۲

ارائه تقریبی روش هایی میلادی، ۱۹۲۰ سال های از مختلف پژوهش گران (۲۸ −۲) معادلە ی حل برای

فوک: ۱۹۲۹؛ اسلیتر: ۱۹۲۸؛ پائولینگ: ۱۹۲۸؛ هارتری: ۱۹۲۸؛ : فرم ۱۹۲۷؛ (توماس: کردە اند

این مورد در که نبود هم اینترنت و نداشتیم مجلە ای یا کتاب به دسترس هیچ ما که کنید تصور .(۱۹۳۰

م کردیم؟ کار چه معادله این حل برای صورت این در کنیم. روش هامطالعه

معادلە ی شباهت مورد در این از پیش کنیم. ساده را مسئله که بود این م کردیم که کاری نخستین شاید

بین کولن دافعە ی به مربوط جملە ی حذف با را شباهت این بیایید گفتیم. سخن (۲۸ −۲) و (۵ −۲)

ترون ها ال که است معن بدین جمله این حذف حقیقت در کنیم. بیش تر ، (۲۸ −۲) معادلە ی در ترون ها ال

معادلات به توجه با م نامیم. مستقل» ترون  های ال «تقریب را سادە سازی این «نم بینند». را ر دی ی

م آید: در زیر ل ش به مستقل ترون های ال تقریب در شرودینر معادلە ی ،(۳۲ −۲) و (۳۰ −۲)∑
i

Ĥ0(ri)Ψ = EΨ (۳۴ −۲)

«و» r1 در ۱ شماره ترون ال یافتن |Ψ(r1, · · · , rN )|2 احتمال هستند، مستقل ترون ها ال که آن جا از

از ی هر حاصل ضرب با باشد برابر باید rN در N شماره ترون ال · · · «و» r2 در ۲ شماره ترون ال

نیست. شده شناخته ما برای  ϕi تابع هنوز البته .ri انِ م در iام ذرە ی یافتن |ϕi(ri)|2 منفرد احتمال های

نوشت: زیر ل ش به بتوان شاید را (۳۴ −۲) معادلە ی پاس که بزنیم حدس م توانیم حداقل اما

Ψ(r1, · · · , rN ) = ϕ1(r1) · · ·ϕN (rN ) (۳۵ −۲)

باشند: آمده دست به تک ذرە ای شرودینگر معادلە ی حل با ϕi موج توابع که کنید فرض حال

Ĥ0(r)ϕi(r) = ϵiϕi(r) (۳۶ −۲)
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پاس م توانیم حالت این در ϵ1 < ϵ2 · · · ϵN و است مقدار ویژه کوچ ترین ϵ1 هستند. مقادیر ویژه ϵiها
ببینیم: را نتیجه و دهیم قرار (۳۴ −۲) معادلە ی در را (۳۵ −۲) ∑]آزمون

i

Ĥ0(ri)

]
ϕ1(r1) · · ·ϕN (rN ) = Eϕ1(r1) · · ·ϕN (rN ) (۳۷ −۲)

روی بر فقط Ĥ0(r2) و م کند اثر ϕ1(r1) تابع روی بر فقط Ĥ0(r1) ذرە ای تک هامیلتون معادله، این در

نوشت: م توان این بنابر آخر. ال طور همین و ϕ2(r2) تابع

[
Ĥ0(r1)ϕ1(r1)

]
ϕ2(r2) · · ·ϕN (rN ) + ϕ1(r1)

[
Ĥ0(r2)ϕ2(r2)

]
· · ·ϕN (rN ) + · · ·

= Eϕ1(r1) · · ·ϕN (rN )

گرفت: نتیجه م توان (۳۶ −۲) معادلە ی به توجه با این بنابر

E = ϵ1 + ϵ2 + · · ·+ ϵN . (۳۸ −۲)

ل ش بدین انرژی، کم ترین با سیستم ربندی پی مستقل، ترون های ال تقریب در که است این رابطه این معن

با انرژی، حالت هر ،(۳۶ −۲) ذرە ای تک معادلە ی انرژی مقدار ویژه کم ترین از شروع با که م آید دست به

طور به که آن چه با است منطبق و دارد هم خوان ما فیزی درک با نتیجه این م شود. اشغال ترون ال ی

. [Kittel, 1976] م آموزیم جامد حالت فیزی درس در معمول

شروع (۳۳ −۲) معادلە ی از نخست، تقریب در کنیم. بررس را هلیوم اتم پایە ی حالت م خواهیم تمرین۲− ۲:

حالت م بریم. کار به را مستقل ترون  های ال تقریب و م کنیم چشم پوش ترون ها ال بین کولن برهم کنش از و م کنیم

است: زیر ل ش به است، Z آن اتم عدد و دارد قرار r = 0 در هسته که فرض این با هیدروژن گونه، اتم ی پایە ی

[Bransden and Joachain, 1983]

ϕ1s =
Z3/2

√
π

exp(−Z|r|); E1s = −Z2

2
. (۳۹ −۲)

زیر حاصل ضربی ل ش و (۳۳ −۲) معادلە ی از استفاده با ●

Ψ(r1, r2) = ϕ1s(r1)ϕ1s(r2) (۴۰ −۲)

.E = −4 Ha با است برابر هلیوم اتم کل انرژی که دهید نشان

انرژی کم ترین حالت با متناظر (۴۰ −۲) معادلە ی در موج تابع مستقل، ترون های ال تقریب در که دهید نشان ●

است.



طرد اصل ۶ −۲۱۳

بنویسید. r2 و r1 حسبِ بر صریح، طور به را پایه حالت موج تابع ●

اسپین ترون ها ال که است درست شرط به پائول طرد اصل طبق فوق، موج تابع وییم، ب بخواهیم دقیق اگر

م کنیم. بحث بیش تر جزییات با را مطلب این ۴ .۱۱ بخش در باشند. داشته مخالف

که این نخست است. الات اش دارای شد، بیان (۳۵ −۲) معادلە ی قالب در که مستقل، ترون های ال تقریب

تعویض تحت این بنابر و [Merzbacher, 1998] کند تبیعیت پائول طرد اصل از Ψ باید موج، تابع م دانیم

این (۳۵ −۲) معادلە ی کل حالت در کند. تغییر آن علامت بایست ، (r2 و r1 تعویض (یعن ترون ال دو

(۲۴ −۲) معادلە ی از که کولن برهم کنش به مربوط ی جمله که این دوم نکتە ی ندارد. خود در را ویژگ

کرد. چشم پوش آن از نم توان این بنابر و است معادله ر دی جملات مرتبە ی از مقدار، لحاظ از شد، حذف

پرداخت. خواهیم نکات این به بعدی بخش های در

طرد اصل ۶ −۲

با باید ،Ψ،آن ها بس ذرە ای موج تابع هستند، «فرمیون» ترون ها ال که آن جا از ، پائول طرد اصل طبق

دید خواهیم ۱۱ فصل در .[Merzbacher, 1998] بدهد علامت تغییر ، ترون ال دو هر متغیرهای تعویض

سادگ برای ما این جا در م شود. ترون ها ال «اسپین» هم و ان م متغیرهای شامل هم متغیرها تعویض که

معادل اصل، این کردە ایم. موکول ؟؟ ۴ .۱۱ فصل به را آن به مربوط بحث و نگرفتە ایم. نظر در را اسپین

کنند. اشغال را سان ی ترون ال حالت های نم توانند ترون ال دو هیچ وییم ب که است این

ϕ1 ̸= ϕ2 که ϕ1(r1)ϕ2(r2) موج تابع باشیم، داشته ترون ال دو اگر کنید: توجه ساده مثال ی به

تابع اما کنیم. استفاده (۳۵ −۲) معادلە ی از نم توانیم ما واق در این بنابر نم کند. برقرار را پائول شرط

زیر موج

Ψ(r1, r2) =
1√
2
[ϕ1(r1)ϕ2(r2)− ϕ1(r2)ϕ2(r1)] (۴۱ −۲)

از کدام هر علاوه، به Ψ(r1, r2) = −Ψ(r2, r1) که: م شود دیده سادگ به م کند. برقرار را شرط این

تعیین را کل انرژی شوند، داده قرار (۳۴ −۲) معادلە ی در اگر ،(۴۱ −۲) معادلە ی راست طرف در جملات

است. قبول قابل انرژی آوردن دست به برای آن ها از خط ترکیب هر این بنابر E = ϵ1 + ϵ2 م کند:

نوشت: فشردە تری ل ش به دترمینان، از استفاده با م توان را (۴۱ −۲) معادلە ی

Ψ(r1, r2) =
1√
2

∣∣∣∣∣∣ϕ1(r1) ϕ1(r2)

ϕ2(r1 ϕ2(r2)

∣∣∣∣∣∣ (۴۲ −۲)



بس ذرە ای۱۴ شرودینگر معادلە ی

دترمینان م توانیم باشیم، داشته ترون ال دو از بیش اگر .[Slater, 1929] م نامیم «اسلیتر» دترمینان را آن که

برچسب و ردیف هر در ترون ها ال برچسب که ل ش بدین بنویسیم (۴۲ −۲) معادلە ی مطابق را اسلیتر

قرار  N !−1/2 ضریب 1/2−2 باید ضریب جای به ،N > 2 برای م یابند. افزایش ستون هر در اربیتال ها

.
∫
|Ψ|2dr1 · · · drN = 1 باشد: بهنجار موج تابع تا بدهیم

معادلە ی پاس دو اگر که دهید نشان ،(۴۱ −۲) معادلە ی در Ψ موج تابع از استفاده با تمرین۲− ۳:

ترون ال بار ال چ آن گاه
∫
ϕ∗1(r)ϕ2(r)dr = 0 که باشند گونە ای به (۳۶ −۲) شرودینگر تک ذرە ای

با: است برابر شد، تعریف (۱۰ −۲) رابطە ی در که

n(r) = |ϕ1(r)|2 + |ϕ2(r)|2 (۴۳ −۲)

در که گفت م توان و است برقرار نیز ترون ال N حالت در (۴۳ −۲) معادلە ی در شده توصیف ویژگ

هر در ترون ال یافتن احتمال های جم حاصل با سادگ به ترون ال بار ال چ مستقل ترون های ال تقریب

با: است برابر i حالت

n(r) =
∑
i

|ϕi(r)|2. (۴۴ −۲)

ی یافتن احتمال کردە ایم، فرض مستقل را ترون ها ال که آن جا از زیرا است، درک قابل کاملا نتیجه این

منطق ترکیب با است متناظر بار ال چ و |ϕi(r)|2 با است برابر دقیقاً r نقطە ی در i حالت در آن ها از

است. r مشابه نقطە ی در 1, 2, · · · , N ترون های ال یافتن احتمال های از («یا») فصل

تمرین۲− ۴:

از هلیوم، اتم پایە ی حالت ،n(r) ، ترون ال ال چ که دهید نشان بیان شد، ۲ −۲ تمرین در که تقریبی با مشابه ●

م آید: دست به زیر رابطە ی

n(r) =
16

π
exp(−4|r)|). (۴۵ −۲)

سادە تر رابطە ی از استفاده و (۱۰ −۲) رابطە ی از مستقیماً ترون ال ال چ آوردن دست به که کنید بررس ●

م دهد. نتیجه ی دو هر (۴۴ −۲)

چه در کنید تعیین و کنید رسم را هسته از  r = |r| فاصلە ی در ترون ال هر یافتن ،4πr2n(r) ، شعاع احتمال ●

است. بیشینه احتمال فاصلە ای
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بس ذرە ای معادلە ی در را ترون ها ال بین کولن دافعە ی آن در که تقریبی که گفتیم ۵ −۲ بخش در

ال چ به مربوط عبارت و مستقل ذرات ایدە ی البته و است بزرگ بسیار تقریب نم گیرد، نظر در شرودینگر

است. مناسب بسیار عمل محاسبات در و است سازگار بسیار ما شهودی درک با (۴۴ −۲) معادلە ی در بار

به را کولن دافعە ی منفرد، ذرە ی ی توصیف در م توان آیا که است این م شود مطرح که سوال

گرفت؟ نظر در ل ش

کلاسی تروستاتی ال آن جای به و کنیم فراموش را کوانتوم انی م لحظە ای برای کنید فرض

در آن چه شبیه ،n(r) ترون، ال بار توزیع که م دانیم کلاسی تروستاتی ال طبق یریم. ب نظر در را

صدق پواسون معادلە ی در که م کند ایجاد ،ϕ(r) ، تروستاتی ال پتانسیل ی ،(۴۴ −۲) معادلە ی

:[Jackson, م کند[1998

∇2ϕ(r) = 4πn(r)

انرژی دارای هارتری، واحدهای حسب بر رم گیرد، قرا تروستاتی ال پتانسیل این میدان در که ترون ال

پواسون، معادلە ی در هارتری پتانسیل م گوییم. هارتری» «پتانسیل آن به که بود خواهد VH(r) = −ϕ(r)

م کند: صدق زیر، ل ش به

∇2VH(r) = −4πn(r) (۴۶ −۲)

است: زیر ل ش به معادله این صوریِ پاس

VH(r) =

∫
dr′

n(r′)

|r− r′|
(۴۷ −۲)

نقطە ی در که است dQ = −n(r′)dr′ تری ال بار دارای dr′ حجم عنصر که: است این رابطه این معن

پتانسیل ما سیستم در ترون ال هر که آن جا از م کند. ایجاد dQ/|r − r′| معادلِ تری ال پتانسیل  r

کنیم: اصلاح جمله این آوردنِ حساب به با را (۳۶ −۲) معادلە ی م توانیم م کند، احساس را ]هارتری
−∇2

2
+ Vn(r) + VH(r)

]
ϕi(r) = ϵiϕi(r), (۴۸ −۲)

n(r) =
∑
i

|ϕi(r)|2, (۴۹ −۲)

∇2VH(r) = −4πn(r). (۵۰ −۲)

آن جا از است. VH جملە ی شدنِ اضافه (۳۶ −۲) معادلە ی به نسبت (۴۸ −۲) ی معادله در جدید ی نکته

میدان «تقریب م گذاریم را آن نام م کند، احساس ترون ال هر که است « «میانگین پتانسیل VH که

آن ها از اگر که ϕi پاس های یعن شوند. حل هم زمان باید  (۵۰ −۲) تا (۴۸ −۲) معادلات میانگین»۴.
4mean-field approximation
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را آمده دست به پتانسیل سپس و کنیم، استفاده (۵۰ −۲) و (۴۹ −۲) معادلات طریق از  VH محاسبە ی برای

«روش را روش این ما دلیل همین به بدهد. ما به را مشابه ϕi پاس باید دهیم، قرار (۴۸ −۲) معادلە ی در

پتانسیل برای دلیل همین به کرد. معرف (۱۹۲۸) هاتری ابتدا را روش این م نامیم. خود⁃سازگار» میدان

کردە ایم. H استفاده شاخص از

شرودینگر بس ذرە ای معادلە ی حل برای بزرگ سادە سازی ی واق در  (۵۰ −۲) تا (۴۸ −۲) معادلات

است. شده زین جای بعدی سه معادلە ی  N با بعدی  3N دیفرانسیل معادلە ی ی که چرا است، (۲۸ −۲)

مشخصە ی اندازە ی حالت این در که م بینیم برگردیم، شد، مطرح ۲ −۲ بخش در که ون سیلی مثال به اگر

قبل وضعیت در که حال در .N ×Np ∼ 105 با است برابر موج توابع توصیف برای نیاز مورد آرایە های

...... بسیار و است کامپیوتر حافظە ی ابایت م ی با متناظر تقریبا عدد این بود.  1046 با برابر تعداد این

(۴۹ −۲) معادلات طریق از ϕi پاس های که است این م پردازیم، سادە سازی این برای که هزینە ای است.

در روش ها این کنیم. حل عددی روش های از باید را معادلات این و است شده جفت n(r) به (۵۰ −۲) و

م شوند. بحث ۳ فصل

محسوب حوب خیل تقریب ی میانگین میدان تقریب م بودند، کلاسی ذرات ترون ها ال اگر

در را تقریب این م کنند حل را خود⁃سازگار پواسون معادلە ی که افرادی معمولا حقیقت، در م شد.

بررس برای تقریب این اما م برند. کار به نیم رسانا قطعات در بار ترابرد و ، فیزی اختر پلاسمای مطالعە ی

به را جمله دو که داریم نیاز هنوز ما آن کردنِ کم برای ندارد. را کاف دقت اتم مقیاس در مواد کم

م کنیم. بررس بعد بخش در را جملات این کنیم. اضافه (۵۰ −۲) تا (۴۸ −۲) معادلات

در را محاسبات هلیوم، اتم پایە ی حالت برای ،۲ −۲ تمرین در کولن دافعە ی گرفتن نظر در با م خواهیم تمرین۲− ۵:

م کنیم. آغاز (۴۶ −۲) معادلە ی در هارتری پتانسیل ارزیابی با بدهیم. انجام تقیق تر طور به میانگین میدان تقریب

که دهید نشان ، ترون ال ال چ برای تقریب نخستین عنوان به ،(۴۵ −۲) معادلە ی ال چ تابع از استفاده با ●

م آید: دست به زیر رابطە ی از هارتری پتانسیل

VH(r) =
2

r
[1− (1− 2r) exp(−4r)] . (۵۱ −۲)

است: زیر ل ش به کروی مختصات در لاپلاس ر عمل شعاع بخش که کنیم م یادآوری

∇2 =
1

r2
∂

∂r

[
r2

∂

∂r

]
(۵۲ −۲)

تقلیل ترون ال دو با متناظر نقطە ای بار ی تروستاتی ال پتانسیل به هارتری پتانسیل r → ∞ وقت همچنین

م یابد.

که پتانسیل کنید. محاسبه م کند، احساس میانگین میدان تقریب در ترون ال که را Vn + VH کل پتانسیل ●

درست واق در رفتار این م یابد. کاهش هلیوم، هستە ی از فاصله با نمایی طور به م شود، محاسبه روش این در
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ل ش به باید بزرگ، فواصل در کل پتانسیل هلیوم، مورد در که دهند م نشان کل ملاحظات که چرا نیست

ما که باشد دلیل این به م آید نظر به نادرست رفتار این .[Umrigar and Gonze, یابد[1994 کاهش  −1/r

م کنیم. بررس بعد بخش در را موارد این . همبستگ پتانسیل و تبادل پتانسیل نگرفتە ایم: نظر در را نکتە  دو


