
۳ فصل

تری ال میدان

مزبور كمیت اگر م شود. نامیده (Field) میدان یك باشد، t زمان و (x, y, z) فضا نقاط از تابع كه كمیت هر
تابع و نردە ای كمیت كه اتاق یك دمای مانند م نامیم. الر) (اس نردە ای میدان را آن باشد، الر) (اس نردە ای كمیت

اطراف در گرانش میدان مانند م نامیم. برداری میدان را آن باشد، برداری مزبور كمیت اگر است. اتاق فضای نقاط از
زمین.

یك فضا از نقطه هر به برداری میدان یك و م دهد نسبت عدد یك فضای از نقطه هر به نردە ای میدان یك واق در
م دهد. نسبت بردار

م نامیم. (استاتیك) ایستا میدان را آن نباشد، زمان تابع میدان یك اگر

جهت است برداری میدان اگر (و باشد، داشته مقدار یك فضا نقاط همە ی در یعن نباشد، ان م تابع میدان یك اگر
گوییم. نواخت ی میدان را آن باشد) ی نقاط همه در نیز آن

تری ال میدان های به را خود بحث البته م پردازیم. تری ال میدان نام به برداری میدان یك معرف به فصل این در
را q بار اگر باشد. داشته قرار مختصات مبدأ در Q تری ال بار كنید فرض م کنیم. محدود ( تروستاتیك (ال ایستا

کولن). (قانونِ م شود وارد تری ال نیروی q به Q طرفِ از دهیم، قرار r انِ م بردار با نقطە ای در

Fq =
qQ

4πϵ0

r

r3
(۱ −۳)

آن بر وارد نیروی جهتِ هم و اندازه هم دهیم، قرار ر دی نقطە ای در را q اگر این بنابر دارد، بستگ r به نیرو این
وارد نیرو نیز بار این به دهیم، قرار r نقطە ی در را ری دی بار هر یا و q′ بارِ  q جای به اگر ر دی طرف از م كند. تغییر

۸۳



تری۸۴ ال میدان

خاصیت (Q اطرافِ در ری دی نقطە ی هر (و r نقطە ی در كه كرد مطرح ل ش این به م توان را مطلب این شد. خواهد
(با تری ال نیروی آن به گیرد، قرار نقطه آن در باردار ذرە ای گاه هر كه است گونە ای به خاصیت این دارد. وجود
بردار نیرو چون كه است واض م نامیم. « تری ال «میدان را خاصیت این . م شود وارد مشخص) جهت و اندازه

است. برداری میدان یك تری ال میدان نتیجه در و است برداری خاصیت نیز خاصیت این است،

در q آزمون نقطە ایِ تری ال بارِ یك ،(r انِ م بردارِ (با فضا از نقطه هر در تری ال میدانِ دقیق تعریفِ برای
م کنیم: تعریف q بر وارد نیروی به توجه با را تری ال میدان و م دهیم قرار نقطه آن

E(r) =
F

q

N

C
r نقطە ی در تری ال میدانِ تعریف (۲ −۳)

r

|E|

∝ 1

r2

تری ال بارِ از فاصله حسبِ بر نقطە ای بارِ اطرافِ در تری ال میدانِ اندازە ی تغییراتِ نمودار :۱ −۳ ل ش

ترتیب بدین شود. اجتناب سوال مورد میدان بر آن احتمال اثر از تا باشد كوچك كاف اندازه به باید q بار البته
است: زیر ل ش به Q نقطە ای بارِ اطرافِ فضایِ در تری ال میدان

E(r) =
Q

4πϵ0

r

r3
(۳ −۳)

است. شده رسم ۱ −۳ ل ش در r حسبِ بر |E| نمودارِ

میدان صورت این در ،(۲ −۳ ل (ش باشد گرفته قرار r′ نقطە ی در ه بل نباشد، مختصات مبدأ در Q بارِ اگر
با: بود خواهد برابر r نقطە ی در تری ال

E(r) =
Q

4πϵ0

r− r′

|r− r′|3
(۴ −۳)

بار N اگر م شود. نامیده میدان نقطە ی r نقطە ی و چشمه نقطە ی دارد)، قرار آن در Q بارِ كه ) r′ نقطە ی



تری ال ۸۵میدان

E

r′ r

Q
r− r′

x

y

فرض با میدان، جهتِ است. r میدان، نقطە ی انِ م بردار دارد. قرار r′ ان م در  Q بار :۲ −۳ ل ش
است. شده رسم  Q بودنِ مثبت

iام بارِ مثلا بارها، از یك هر از ناش تری ال میدان باشیم، داشته r1, r2, · · · , rN q1, q2 · · · , qN نقطە ایِ
است: زیر ل ش به r نقطە ی در

Ei(r) =
qi

4πϵ0

r− ri
|r− ri|3

(۵ −۳)

میدان هاست: این از یك هر برداریِ جم با برابر « برهم نه اصل «طبق ،r نقطە ی در كل تری ال میدانِ و

Ei(r) =

N∑
i=1

qi
4πϵ0

r− ri
|r− ri|3

(۶ −۳)

y

z

x

ri
r

r− riqi
Ei

E =
∑N

i=1 Ei =
∑N

i=1

qi
4πϵ0

(r− ri)

|r− ri|3

نقطە ای بار چند از ناش تری ال میدان :۳ −۳ ل ش



تری۸۶ ال میدان

بار پیوستە ی توزیع یك از ناش تری ال میدان ۱ −۳

مانند كنیم، محاسبه را آن از ناش تری ال میدان بخواهیم و باشیم داشته تری ال بارِ پیوستە ی توزیع یك گاه هر
dqهای از مجموعە ای ل ش به را آن م توان گفتیم، پیوسته توزیع های برای كولن قانون مورد در قبل فصل در كه چه آن
باشد، dq بارِ عنصرِ انِ م بردارِ r′ اگر گرفت. نظر در كنند)، م ایفا را نقطە ای بارِ نقش یك هر (كه كوچك بسیار

با: است برابر r نقطە ی در آن از ناش میدان

dE =
dq(r− r′)

4πϵ0|r− r′|3
(۷ −۳)

بار چون جا این در dqهاست. همە ی از ناش میدان های برداریِ مجموع با برابر كل میدان ، نه هم بر اصل طبق و
شود: م تبدیل انتگرال به مجموع این است، پیوسته

E(r) =

∫
dE =

1

4πϵ0

∫
dq

(r− r′)

r− r′|3
(۸ −۳)

است. انتگرال گیری متغیرِ r′ و است ثابت r فوق انتگرال در

dq = ρ(r′)dv′ آن گاه: باشد حجم بار توزیع اگر

dq = σ(r′)da′ آن گاه: باشد سحط بار توزیع اگر

dq = λ(r′)dl′ آن گاه: باشد خط بار توزیع اگر

y

z

r

o
dq

r′ r

r− r′
dE

dE =
dq

4πϵ0

(r− r′)

|r− r′|3

E =
∫
dE

پیوسته بار توزیع ی از ناش تری ال میدان :۴ −۳ ل ش



تری ال ۸۷میدان

تری ال قطبی دو ۲ −۳

با ول اندازه، هم تری ال بارِ دو اگر م شود. نامیده تری ال تك قطبی یك ( منف یا (مثبت نقطە ای بار هر
بارها فاصلە ی اگر م نامیم. تری ال «دوقطبی» یك را مجموعه باشند، داشته قرار هم مجاورتِ در مخالف، علامتِ

م نامیم. نقطە ای دوقطبی را آن باشند، نزدیك هم به بسیار بارها یعن باشد، كوچك بسیار

−q

+q

d

تری ال دوقطبی :۵ −۳ ل ش

دارند. تری ال میدان خود اطرافِ در اما است صفر آن ها خالص بار چه اگر كه است این در دوقطبی ها اهمیتِ

نیست. منطبق هم بر آن ها مثبت و منف بارهای اثرِ مركزِ ر دی عبارتِ به نیستند. متقارن آب مانند ول ها مول از برخ
و ول ها مول مطالعە ی در آن ها اثرات و دوقطبی ها مطالعە ی ترتیب بدین م دهند. یل تش نقطە ای دوقطبی یك این بنابر

بود. خواهد مفید آن ها برهم كنش

م كنیم. بررس مسائل در را دوقطبی از ناش تری ال میدانِ

منف بارِ از d جهتِ كه دهیم، نمایش d با را −q و +q بار دو نسبی انِ م بردارِ ، تری ال دوقطبی یك در اگر
م شود: تعریف زیر ل ش به تری ال دوقطبی گشتاورِ نام به كمیت باشد، مثبت بارِ به

p = qd Ⅽ.ⅿ کولن⁃متر (۹ −۳)

م شود: تعریف زیر ل ش به نقطە ای بارهای از مجموعە ای برای تری ال دوقطبی گشتاورِ كل حالتِ در البته

p = q1r1 + q2r2 + q3r3 + · · · =
∑
i

qiri (۱۰ −۳)

ل ش به پیوسته بارِ توزیع یك تری ال دوقطبی گشتاور هم چنین هستند. بارها از یك هر انِ م بردارهای riها آن در كه
م شود: تعریف زیر

p =

∫
rdq (۱۱ −۳)

م شود. تبدیل (۹ −۳) رابطە ی به (۵ −۳ ل (ش تری ال دوقطبی ی برای (۱۰ −۳) رابطە ی که کنید تحقیق



تری۸۸ ال میدان

نواخت ی تری ال میدان در قطبی دو ۳ −۳

۶ −۳ ل ش در كه همان طور دادە ایم. قرار نواخت ی تری ال میدانِ در را تری ال دوقطبی ی کنید فرض
جهتِ خلاف در F2 و مثبت بار بر میدان، جهت در F1 كه شود م وارد F2 و F1 نیروهای دوقطبی به پیداست،

و است ی نیرو دو این اندازە ی برابراند، بارها اندازە ی و است نواخت ی میدان چون م شود. وارد منف بار بر میدان،
نم شود. وارد دوقطبی به خالص نیروی هیچ یعن م شود. صفر آن ها برآیندِ نتیجه در

F = F1 + F2 = qE− qE = 0

نیست.) صفر تری ال دوقطبی بر وارد خالص نیروی نباشد نواخت ی تری ال میدان اگر که کنید (توجه

θdE

F = −qE

F = +qE

−q

+q

نواخت ی تری ال میدانِ در تری ال دوقطبی :۶ −۳ ل ش

نیرو زوج این از حاصل نیرویِ گشتاورِ م كنند. ایجاد نیرو گشتاورِ و م دهند یل تش نیرو زوج یك نیرو دو این اما
م آید: دست به زیر رابطە ی از

τ = p×E (۱۲ −۳)

با: است برابر آن اندازە ی و

τ = pE sin θ (۱۳ −۳)

است. تری ال میدان و p بردار بین زاویە ی θ

دهیم. انجام كار بایست بچرخانیم، تری ال میدان در ∆θ زاویە ی اندازە ی به را دوقطبی بخواهیم اگر ترتیب بدین
پتانسیل انرژی تغییرِ بچرخانیم، θ تا θ0 زاویە ی از را قطبی دو اگر است. سیستم پتانسیل انرژی تغییرِ با برابر كار این



۳ فصل ۸۹مسائل

از: است عبارت سیستم

U(θ)− U(θ0) =

∫ θ

θ0

τdθ′

=

∫ θ

θ0

pE sin θ′dθ′

= −pE cos θ + pE cos θ0 (۱۴ −۳)

را نقطه این (پتانسیل كنیم، اختیار θ0 = π/2 با برابر را آن و یریم ب نظر در پتانسیل انرژی مرج عنوان به را θ0 اگر

آن گاه (U(π/2) = 0 یعن م كنیم انتخاب صفر

U(θ) = −pE cos θ = −p ·E (۱۵ −۳)



۹۰۳ فصل مسائل

۳ فصل مسائل

�

اه، آزمایش فضای در جسم این که کنید مشخص طوری mرا = 2 g جرم به تری ال بارِ علامتِ و اندازه ۱ −۳ مسئله
بماند. معلق E = 5000 N

C پایین به رو تری ال میدان در

حل:

فضا در ذره آن که برای .F = qE با است برابر E تری ال میدان در q بار با ذرە ای بر وارد تری ال نیروی
سمت به تری ال نیروی چون اما بالا به رو آن جهت و باشد برابر ذره وزن با اندازه لحاظ از بایست نیرو این بماند معلق

باشد. وزن نیروی جهت خلاف بر تری ال نیروی تا (q = −|q|) باشد منف q بار باید پس است پایین

mgE

F = −|q|E

mg = |q|E

|q| = mg

E
=

(2× 10−3kg)× 9.8m/s2

5000
= 3.92× 10−6C

q = −|q| = −3.92µC

�

�

كه ترون ال دارد. وجود نواخت ی تری ال میدانِ مخالف، بارهای با باردار ورقە ی دو بین فضای در ۲ −۳ مسئله
ط زمان م كند. برخورد است، واق 2cm فاصلە ی در كه مثبت، ورقه به و شده جدا منف ورقه از است ساكن ابتدا در

است. 1.5× 10−8s با برابر مسیر

کنید. محاسبه را صفحات بین تری ال میدان شدت الف)
كنید. پیدا دوم ورقە ی به برخورد لحظە ی در را ترون ال سرعت ب)
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x = 2 cm

v

حل:

ثابت آن، شتاب نتیجه در و F = eE ترون ال بر وارد نیروی ، تری ال میدانِ بودنِ نواخت ی به توجه با الف)
پیدا را شتاب م توان ثابت، شتاب با حركت به مربوط روابط از استفاده و شده ط فاصله زمان داشتن با بنابراین است.

كرد:

x =
1

2
at2 ⇒ a =

2x

t2
=

(2)(2× 10−2m)

(1.5× 10−8s)2

a = 1.8× 1014m/s2

F = ma = (9.11× 10−31kg)(1.5× 10−8m/s2) = 1.62× 10−16N

: بنابراین F = eE ر دی سوی از

E =
F

e
=

1.62× 10−16

1.6× 10−19
= 1.01× 103N/C

ب)

v = at

= (1.8× 1014)(1.5× 10−8) = 2.7× 106m/s

�

�

نقطە ی در را بار این از ناش تری ال میدان برای رابطە ای دارد. قرار (x1, y1, z1) نقطە ی در Q بارِ ۳ −۳ مسئله
(x, y, z)نقطە ی در را تری ال میدانِ باشد، مختصات مبدا Qدر اگر بنویسید. دكارت مختصات حسب بر (x, y, z)

بنویسید.



۹۲۳ فصل مسائل

r1 r

Q r− r1

x

y

حل:

است: زیر صورت به Q بار ان م بردار

r1 = x1î+ y1ĵ + z1k̂

است: زیر صورت به مشاهده نقطە ی ان م بردار و

r = xî+ yĵ + zk̂

(۴ −۳) رابطە ی طبق بنابراین

با: است برابر (x, y, z) نقطه در تری ال میدان

E(x, y, z) =
Q

4πϵ0

r− r1
|r− r1|3

=
Q

4πϵ0

(x− x1)̂i+ (y − y1)ĵ + (z − z1)k̂[
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2

] 3
2

نتیجه: در r1 = 0 گاه آن باشد مختصات مبدا در Q بار اگر

E(x, y, z) =
Q

4πϵ0

(x)̂i+ (y)ĵ + (z)k̂[
(x)2 + (y)2 + (z)2

] 3
2

�

�

نقطە ای در q2 = −25×10−9C نقطە ای بار و مختصات مبدأ در q1 = 25×10−9C نقطە ای بار ۴ −۳ مسئله
را تری ال بار دو این از حاصل تری ال میدان جهت و اندازه دارند. قرار y = z = 0 و x = 6m مختصات با

کنید. پیدا (3m, 4m, 0) ب) و (3m, 0, 0) الف) نقاط در



۳ فصل ۹۳مسائل

حل:

میدان است. r2 = 6̂i و r1 = 0 چشمه نقاط ان م بردار و متر حسب بر r = 3̂i میدان نقطە ی ان م بردار الف)
با: است برابر ترتیب به r نقطە ی در q2 و q1 بارهای از ناش

E1 =
q1

4πϵ0

r1 − r

|r1 − r|3

= (9× 109)(25× 10−9)
3̂i

27

= 25̂i
N

C

E2 =
q2

4πϵ0

r2 − r

|r2 − r|3

= (9× 109)(−25× 10−9)
−3̂i

27

= 25̂i
N

C

با: است برابر كل میدان ، نه هم بر اصل طبق و

E = E1 +E2

= 50̂i
N

C

q2 و q1 بارهای از ناش میدان است. متر) حسب (بر r = 3̂i+ 4ĵ میدان نقطە ی ان م بردار حالت این در ب)
با: است برابر ترتیب به r نقطە ی در

E1 =
q1

4πϵ0

r1 − r

|r1 − r|3

= (9× 109)(25× 10−9)
3̂i+ 4ĵ

125

=
27̂i+ 36ĵ

5

N

C



۹۴۳ فصل مسائل

E2 =
q2

4πϵ0

r2 − r

|r2 − r|3

= (9× 109)(−25× 10−9)
−3̂i+ 4ĵ

125

=
27̂i− 36ĵ

5

N

C

با: است برابر كل میدان ، نه هم بر اصل طبق و

E = E1 +E2

=
54

5
î
N

C

�

�

هر فاصلە ی دارد. قرار q مثبت سان ی نقطە ای تری ال بار چهار منظم، پن ضلع ی رأس چهار در ۵ −۳ مسئله
کنید. محاسبه پن ضلع مرکز در را تری ال میدان است. a با برابر پن ضلع مرکز تا بارها از ی

O

a

ندارد. قرار باری A رأس در کردە ایم. نام گذاری E تا A از زیر ل ش مطابق را پن ضلع رئوس حل:

E

D C

B

A

O

a

ناش تری ال میدان که است واض مسئله تقارن به توجه با داشت، قرار مشابه تری ال بار ی هم A رأس در اگر
میدان یعن مسئله، پاس که گفت م توان این بنابر م بود. صفر مساوی ، پن ضلع مرکز در تری ال بار پن این از
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میدان با برابر اندازه لحاظ از پن ضلع مرکز در B,C,D,E نقاط در واق تری ال بار چهار از ناش تری ال
میدان که دید توان م راحت به آن. مختلف جهتِ در البته و است A نقطە ی در واق تری ال بار از ناش تری ال

بنابر است.
−→
AO بردارِ با جهت هم آن جهت و E =

q

4πϵ0a2
با است برابر A نقطە ی در واق تری ال بار از ناش

E =
q

4πϵ0a2
با برابر پن ضلع مرکز در B,C,D,E نقاط در واقه تری ال بار چهار از ناش تری ال میدانِ این

است.
−→
OA بردارِ جهت در و

�

�

بر دارند.(فواصل قرار (0, 0, 0), (3, 0, 0), (6, 0, 0) نقاط در ترتیب به q1, q2, q3 ای نقطه بار سه ۶ −۳ مسئله
شدت اگر است. مجهول q2 بار و 16× 10−9C با برابر q3 بار ، 16× 10−9C با برابر q1 بار هستند) متر حسب
q2 بار علامت و اندازه باشد، x محور مثبت سمت به آن جهت و 20.25N

C با برابر (8, 0, 0) نقطه در تری ال میدان
کنید. پیدا را

حل:

از: است عبارت r نقطه هر در q3 و q2 ، q1 های بار از ناش تری ال میدان

E(r) =
q1

4πϵ0

r− r1
|r− r1|3

+
q2

4πϵ0

r− r2
|r− r2|3

+
q3

4πϵ0

r− r3
|r− r3|3

داریم: مسئله این در اما
این: بنابر E = 20.25̂i و r = 8̂i ، r3 = 6̂i ، r2 = 3̂i ، r1 = 0

20.25̂i =
q1

4πϵ0

8̂i

8
3
2

+
q2

4πϵ0

5̂i

5
3
2

+
q3

4πϵ0

2̂i

2
3
2

= î(9× 109)

[
16× 10−9

√
8

+
q2√
5
+

12× 10−9

√
2

]

نتیجه: در و

q2√
5
=

(
20.25

9× 109

)
−
(
16× 10−9

√
8

)
−
(
12× 10−9

√
2

)

q2 = −27× 10−9 C
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�

�

در q1 بار بیابید. (0, 0, 3) نقطه در را q2 = −5µC و q1 = 3µC بارهای از ناش تری ال میدان ۷ −۳ مسئله
دارند. قرار (0, 4, 0) نقطه در q2 بار و (4, 0, 0) نقطه

حل:

از: است عبارت q1 بار از ناش تری ال میدان ۳ −۳ مسئله نتیجه به توجه با

E1 =
q1

4πϵ0

(x− x1)̂i+ (y − y1)ĵ + (z − z1)k̂[
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2

] 3
2

= (9× 109)(3× 10−6)
−4̂i+ 3k̂

[42 + 32]
3
2

= −864̂i+ 648k̂
N

C

از: است عبارت q2 بار از ناش میدان و

E2 = (9× 109)(−5× 10−6)
−4ĵ + 3k̂

125

= 1440ĵ − 108k̂
N

C

با: است برابر نه هم بر اصل طبق کل تری ال میدان و

E = E1 +E2 = −864̂i+ 2088ĵ − 1080k̂

�

�

بر نقطە ای در را تری ال میدان است. گسترده x محور روی بر λ نواخت ی ال چ با تری ال بار ۸ −۳ مسئله
كنید. پیدا مبدأ از h فاصله به y محور روی
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y

x+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

h
−∞ +∞

۸ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۷ −۳ ل ش

حل:

م گیریم. نظر در x محور روی بر dq = λdx تری ال بار با را dx کوچ عنصر ل ش مطابق

y

x+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

h
θ

√
x 2
+
h 2

x

−∞ +∞

dE

۸ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۸ −۳ ل ش

r = hĵ از: است عبارت میدان نقطه ان م بردار و r′ = x̂i از: است عبارت (چشمه) بار عنصر این ان م بردار
از: است برابر مزبور نقطه در dq از ناش تری ال میدان ترتیب بدین

dE =
λdx

4πϵ0

−x̂i+ hĵ

(x2 + h2)3/2

با: است برابر کل تری ال میدان و

E =

∫
dE =

λ

4πϵ0

[
− î

∫ ∞

−∞

xdx

(x2 + h2)3/2
+ ĵh

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + h2)3/2

]

متقارن بازە ی روی بر انتگرال گیری و است فرد انتگرال درون تابع اول، انتگرال در است.) ثابت λ که کنید (توجه
حل برای م شود) حاصل نتیجه این نیز مسئله هندس تقارن (از است صفر اول انتگرال حاصل این بنابر م شود. گرفته
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نتیجه: در است). شده مشخص ل ش در θ) کنید استفاده x = h tan θ متغیر تغییر از دوم انتگرال

∫
dx

(x2 + h2)3/2
=

1

h2

x√
(x2 + h2)

نهایتا: و است) شده محاسبه ۲۰ −۲ مسئلە ی در انتگرال (این

E = ĵ
λh

4πϵ0

1

h2

x√
x2 + h2

∣∣∣∣+∞

−∞
= ĵ

λ

2πϵ0h

مختصات دستگاه انتخاب خاطر به این آمد. دست به y محور با جهت هم تری ال میدانِ م شود، مشاهده که همان طور
میدان کل طور به یعن است. بار خط بر عمود و شعاع ، نامتناه بارِ خط ی از ناش تری ال میدان واق در است.

با است برابر نامتناه بار خط از r فاصلە ی در تری ال

E =
λ

2πϵ0r
r̂

است. استوانە ای مختصات دستگاه در شعاع ە ی  ی بردارِ r̂ آن در که

+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+
+

کنید: عمل زیر ل ش به م توانید کنید، استفاده برداری ل ش از نخواهید اگر دوم: روش

dE بردار yیِ و x مولفە های و dE =
dq

4πϵ0(x2 + h2)
با است برابر م کند ایجاد dq عنصر که میدان اندازه
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با: برابرند

dEx = dE sin θ

dEy = dE cos θ

Ex =

∫
dEx =

∫ +∞

−∞

λdx

4πϵ0(x2 + h2)

x√
x2 + h2

Ey =

∫
dEy =

∫ +∞

−∞

λdx

4πϵ0(x2 + h2)

h√
x2 + h2

داریم: دوم انتگرال محاسبه با دارد y مولفه فقط تری ال میدان بنابراین و م شود صفر اول انتگرال

E = Ey =
λ

2πϵ0h

�

�

از ی كه گونە ای به yاند محور موازی xy صفحه در λ مثبت نواخت ی ال چ با نامتناه بار خط دو ۹ −۳ مسئله
پیدا مبدأ از h فاصله به z محور روی در را تری ال میدان گرفتە اند. قرار x = −a در ری دی و x = a در آن ها

كنید

داده نشان مسئله هندس وضعیت ل، ش در م کنیم. استفاده ۸ −۳ مسئلە ی نتیجە ی از مسئله این حل برای حل:

z

y

x

−a

+a

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + + + + + + + + + +

h−∞ +∞

−∞ +∞

E1
E2θ

θ

۹ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۹ −۳ ل ش
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به توجه با بنابراین
√
a2 + h2 با است برابر z محور روی بر میدان نقطە ی تا میلە ها از ی هر فاصله است. شده

نوشت: م توان قبل مسئلە ی

E1 = E2 =
λ

2πϵ0
√
a2 + h2

(x محور (موازی آن ها افق مولفە های بنابراین م سازند. θ زاویە ی z محور با تری ال میدان دو از ی هر اما
پس: م شوند. جم هم با z مولفە های و م کنند خنث را ر هم دی

E = E1 +E2 = 2E1 cos θk̂

= 2
λ

2πϵ0
√
a2 + h2

h√
a2 + h2

k̂

=
λh

πϵ0(a2 + h2)
k̂

�

�

قرار y محور روی بر ری دی و x محور روی در ی λ مثبت نواخت ی ال چ با نهایت بی بار خط دو ۱۰ −۳ مسئله
كنید. پیدا (x, y, z) مختصات به نقطە ای در را تری ال میدان گرفتە اند.

z

y

x

√
x2 + y2

√ x
2
+
z
2

√
y
2
+
z
2

۱۰ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۱۰ −۳ ل ش

حل:
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بار خط راستای بر نهایت بی بار خط یك از ناش تری ال میدان راستای م دانیم ۸ −۳ مسئلە ی نتیجه به توجه با
z محور تا (x, y, z) نقطه هر فاصله دارد. بستگ بار خط تا نقطه آن عمودی فاصلە ی به آن اندازە ی و است عمود
نقطه هر فاصلە ی و است.

√
z2 + y2 با برابر x محور تا (x, y, z) نقطه هر فاصلە ی است.

√
x2 + y2 با برابر

زیر ل ش به x محور بر عمود ە ی ی بردارِ (x, y, z) نقطە ی در است.
√
z2 + x2 با برابر y محور تا (x, y, z)

م شود: نوشته

û1 =
yĵ + zk̂√
y2 + z2

با است برابر (x, y, z) نقطە ی در ،y محور بر عمود ە ی ی بردار و

û2 =
xî+ zk̂√
x2 + z2

از: است عبارت x محور روی بار خط از ناش تری ال میدان ترتیب بدین

E1 =
λ

2πϵ0r1
û1

=
λ

2πϵ0
√
y2 + z2

yĵ + zk̂√
y2 + z2

=
λyĵ + zk̂

2πϵ0(y2 + z2)

از: است عبارت y محور روی بار خط از ناش میدان و

E2 =
λ

2πϵ0r2
û2

=
λxî+ zk̂

2πϵ0(x2 + z2)

م آید: دست به میدان دو این نه هم بر از كل میدان و

E = E1 +E2

=
λ

2πϵ0

[
x

x2 + z2
î+

y

y2 + z2
ĵ + (

z

y2 + z2
+

z

x2 + z2
)k̂

]

�
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�

است. شده توزیع L طول به شیشە ای نازك میله روی بر نواخت ی طور به +Q تری ال بار زیر ل ش در ۱۱ −۳ مسئله
كنید. پیدا A,B,C نقاط در را تری ال میدان

y

x+ + + + + + + + + + +
L

B(0, y)
C(L/2, y)

A(x, 0)

حل:

:A نقطە ی در میدان الف)

y

x+ + + + + + + + + +
L A

x′
x

x− x′

dx′

dE

است: نواخت ی بار، توزیع چون م گیریم. نظر در dq = λdx′ تری ال بار با را dx′ كوچكِ عنصرِ

با: است برابر ،A نقطە ی در كوچك، بار این از ناش تری ال میدان .dq =
Q

L
dx′ پس λ =

Q

L

dE =
dq

4πϵ0(x− x′)2
î

این بنابر

E =

∫
dE⃗ = î

Q

4πϵ0L

∫ L

0

dx′

(x− x′)2
= î

Q

4πϵ0L

1

x− x′

∣∣∣∣L
0

EA = î
Q

4πϵ0L

(
1

x− L
− 1

x

)

:B نقطە ی در میدان ب)

: با است برابر dq =
Q

L
dx′ بار از ناش میدان

dE =
dq

4πϵ0
√
y2 + x′2
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y

x+ + + + + + + + + +
L

y

θdE

x′

dx′

dq = λdx′ =
Q

L
dx′

م آید: دست به dE از انتگرال گیری با ، برهم نه اصل طبق ،E تری ال میدان

E =

∫
dE

با برابرند میدان مؤلفە های و

Ex =

∫
dEx = −

∫
dE sin θ

Ey =

∫
dEy =

∫
dE cos θ

اما
cos θ =

y√
y2 + x′2

و sin θ =
x′√

y2 + x′2

بنابراین:

Ex = −
∫ L

0

Q

4πϵ0L

x′dx′

(y2 + x′2)3/2

Ey = −
∫ L

0

Q

4πϵ0L

ydx′

(y2 + x′2)3/2

و 2udu = 2x′dx′ بنابراین م گیریم. نظر در را u2 = y2 + x′2 متغیر تغییر اول انتگرال محاسبه برای
بنابراین: udu = x′dx′ یا

Ex = − Q

4πϵ0L

∫
udu

u3
= − Q

4πϵ0L

(
− 1

u

)

=
Q

4πϵ0L

[
1√

y2 + x′2

]L
0

=
Q

4πϵ0L

[
1√

y2 + L2
− 1

y

]
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دهیم: م انجام را x′ = y tan θ متغیر تغیر دوم انتگرال محاسبه برای
است) شده داده نشان ل ش در θ) dx′ = y(1 + tan2 θ)dθ

Ey =
Qy

4πϵ0L

∫
ydθ

y3(1 + tan2 θ)1/2
=

Q

4πϵ0Ly

∫
cos θ

=
Q

4πϵ0Ly

x′√
y2 + x′2

∣∣∣∣∣
L

0

=
Q

4πϵ0y
√
y2 + x′2

Exî+ Ey ĵ =
Q

4πϵ0L

[
1√

y2 + L2
− 1

y

]
î+

Q

4πϵ0y
√

y2 + x′2
ĵ

:C نقطە ی در میدان ج)

y

x+ + + + + + + + + +
L

y

θ dE

x′
dx′

√
y2 + (x′ − L/2)

2 با Cبرابر نقطە ی تا dq فاصلە ی كه تفاوت این با م كنیم عمل (ب) قسمت مانند درست
است.

Ex =

∫ L

0

Q

4πϵ0L

x′dx′[
y2 + (x′ − L/2)

2
]3/2 = 0

Ey =

∫ L

0

Q

4πϵ0L

ydx′[
y2 + (x′ − L/2)

2
]3/2

واض تر، طور به مسئله تقارن م كردیم، انتخاب میله منصف عمود را y محورِ اگر م شود. صفر اول انتگرال
م داد. نشان را تری ال میدان x مولفە ی بودنِ صفر
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م كنیم عمل قبل مسئلە ی مانند x′ = y tan θ +
L

2
متغیرِ تغییر با نیز، دوم انتگرال محاسبە ی برای

|E| = Ey =
Q

4πϵ0Ly

 x′√
y2 + (x′ − L/2)

2

L

0

|E| = Q

4πϵ0y
√
y2 + L2/4

=
Q

2πϵ0y
√
4y2 + L2

است. میله بر عمود جهتِ در تری ال میدان حالت، این در
در میله، منصف عمود روی بر L طول به نواخت ی باردار میلە ی یك از ناش تری ال میدان بیان گر رابطه این

است. میله از y فاصلە ی

�

�

دو هستند. λ نواخت ی بار ال چ دارای یك هر ،l برابر طول های به نازك بسیار شیشە ای میلە ی چهار ۱۲ −۳ مسئله
میدان دهند، یل تش مربع یك ل ش مطابق میله چهار این اگر دارند. منف بار ر دی تای دو و مثبت بار ها شیشه از تا

كنید. پیدا مربع مركز در را تری ال

به و میلە ها از ی هر منصف عمود روی بر مربع، مركز داریم. l طول به باردار میلە ی چهار جا این در حل:

: با است برابر میدان ها از یك هر اندازە ی قبل مسئلە ی طبق آن هاست. از
l

2
فاصلە ی

E1 = E2 = E3 = E4 =
Q

2πϵ0
l

2

√
2l2

=
Q
√
2

2πϵ0l2

+ + + + + + + + + +

− − − − − − − − − −

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

l

l

E1 E3

E2

E4

است. ل ش مطابق میدان ها این جهتِ
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با است برابر افق راستای در میدان ها برآیند

Ex = −E2 − E4 = −Q
√
2

πϵ0l2

عمودی راستای در و

Ey = E1 + E3 =
Q
√
2

πϵ0l2

با: است برابر برآیند میدانِ اندازە ی بنابراین

E =
√
E2

x + E2
y =

2Q

πϵ0l2

�

�

میدان است. شده توزیع R شعاع به دایره، نیم ل ش به شیشە ای میلە ی یك بر نواخت ی طور به +Q بار ۱۳ −۳ مسئله
است؟ چقدر دایره نیم مركز در تری ال

x

y

R
dθ

θ

++
+

+
+
+

++
+

+
+

dl
=
Rd
θ

λ =
Q

πR

dE

حل:

این از ناش تری ال میدانِ م گیریم. نظر در میله روی بر dq = λRdθ تری ال بارِ با را dl = Rdθ عنصر



۳ فصل ۱۰۷مسائل

با است برابر دایره، نیم مركز در عنصر،

dE =
λRdθ

4πϵ0R2

دارد: x مؤلفە ی تنها تری ال میدان یعن Ey =
∫
dEy = 0 كه است واض مسئله، تقارن به توجه با

E = Ex =

∫
dE cos θ =

λ

4πϵ0R

∫ +π
2

−π
2

dθ cos θ

=
λ

4πϵ0R

[
sin θ

]+π
2

−π
2

=
λ

2πϵ0R

بنابراین λ =
Q

πR
نوشت م توان است، نواخت ی بار توزیع چون اما

E =
Q

2π2ϵ0R2

�

�

حلقە ها نیم این شدە اند. توزیع نواخت ی طور به R شعاع به حلقه نیم دو روی بر +Q2 و +Q1 بارهای ۱۴ −۳ مسئله
كنید. پیدا مختصات مبدا در را تری ال میدان دارند. قرار هم بر عمود صفحە ی دو در ل ش مطابق

y

z

x

+R

+R−R

+R

حل:

بر واق دایرە ی نیم از ناش تری ال میدان م كنیم. حل (۱۳ −۳) مسئلە ی نتیجه از استفاده با را مسئله این



۱۰۸۳ فصل مسائل

با است برابر yz صفحە ی

E1 =
Q1

2π2ϵ0R2
(−k̂)

با است برابر xy صفحە ی بر واق دایرە ی نیم از ناش میدان و

E2 =
Q2

2π2ϵ0R2
(−î)

با است برابر برآیند تری ال میدانِ و

E = E1 +E2

=
−1

2π2ϵ0R2
(Q2î+Q1k̂)

عكس آن، از ناش تری ال میدان جهت که است این م شود ایجاد که تغییری تنها باشند منف بارها از كدام هر اگر
كنید. حل باشند، منف ها آن دوی هر یا بارها از ی كه وقت برای را مسئله شد. خواهد

�

�

تری ال میدان است. −Q نواخت ی بار دارای R شعاع به دایره، ل ش به نازك شیشە ای میلە ی یك ۱۵ −۳ مسئله
آورید. دست به دایره، مركز از z فاصلە ی به آن محور روی بر نقطە ای در را

حل:



۳ فصل ۱۰۹مسائل

z

θ dE √
R
2
+
h 2

h

R dϕ

dq = λdl

dl = Rdϕ

P

۱۵ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۱۱ −۳ ل ش

ناش تری ال میدان م گیریم. نظر در dq = λdl تری ال بار با را dl = Rdϕ كوچك عنصر ل ش مطابق
: از است عبارت P نقطە ی در آن از

dE =
λRdϕ

4πϵ0
√
R2 + h2

مطلب این كه است آموزنده اما دارد. مؤلفه z محورِ راستای در تنها كل، تری ال میدان كه است واض مسئله تقارن از
: با برابرند تری ال میدان x, y, z مؤلفە های كنیم. بررس را

Ex =

∫
dE sin θ cosϕ

Ey =

∫
dE sin θ sinϕ

Ez =

∫
dE cos θ



۱۱۰۳ فصل مسائل

Ex =
λR2

4πϵ0(R2 + h2)3/2

∫ 2π

0

cosϕdϕ = 0

Ey =
λR2

4πϵ0(R2 + h2)3/2

∫ 2π

0

sinϕdϕ = 0

Ez =
λRz

4πϵ0(R2 + h2)3/2

∫ 2π

0

dϕ =
λ2πRz

4πϵ0(R2 + h2)3/2

پس: 2πRλ = −Q یا و λ = − Q

2πR
اما

E = Ez = − Qz

4πϵ0(R2 + h2)3/2

: از است عبارت تری ال میدان بردار بنابراین

E = − Qz

4πϵ0(R2 + h2)3/2
k̂

به Ey و Ex شدن صفر كه كنید دقت م بود. z محور مثبت جهت در میدان این بود مثبت روی با اگر كه است واض
شد. نخواهند صفر Ey و Ex لزوماً باشد)، ϕ زاویە ی از (تابع باشد متغیر λ اگر است λ بودن ثابت سبب

�

�

است. شده پخش نواخت ی طور به Q تری ال بارِ R شعاع به كاغذی دایرە ایِ قرص یك سط روی بر ۱۶ −۳ مسئله
آورید. دست به آن، مركز از z فاصلە ی به نقطە ای در قرص این محور روی بر را تری ال میدان

z

z

P

R

σ = Q
πR2

۱۶ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۱۲ −۳ ل ش

حل:



۳ فصل ۱۱۱مسائل

(σ = Q/(πR2) است ثابت بار سطح ال چ ر دی بیان به (یا است نواخت ی بار توزیع كه این به توجه با

م گیرم. نظر در است dr ضخامت و r شعاع به حلقە ای را سط عنصر دوگانه، انتگرال گیریِ از پرهیز برای م توانیم
.dq = σ(2πrdr) با است برابر حلقه این بارِ نتیجه در و da = 2πrdr با است برابر سط عنصرِ این مساحت

z

dE =
σ2πrdrz

4πϵ0(r2 + z2)3/2
k̂

z
√ r

2
+
z
2

P

Rr

dr

۱۶ −۳ مسئلە ی به مربوط ل ش :۱۳ −۳ ل ش

نوشت: م توان قبل مسئله نتیجە ی طبق

dE =
σ2πrdrz

4πϵ0(r2 + z2)3/2
k̂

ترتیب: بدین

E = k̂
σz

2ϵ0

∫ R

0

rdr

(r2 + z2)3/2

این بنابر .udu = rdr این صورت در u2 = r2 + z2 م بریم کار به را زیر متغیرِ تغییر انتگرال، محاسبە ی برای
م شود محاسبه زیر ل ش به فوق انتگرال

E = k̂
σz

2ϵ0

∫
udu

u3
= k̂

σz

2ϵ0

[
−1

u

]r=R

r=0

= k̂
σz

2ϵ0

[
−1√
r2 + z2

]R
0

= k̂
σz

2ϵ0

[
−1√

R2 + z2
+

1√
z2

]
E = k̂

σz

2ϵ0

[
−1√

R2 + z2
+

z

|z|

]



۱۱۲۳ فصل مسائل

نیز و σ = Q/(πR2) چون اما

|z| =

z z > 0

−z z < 0

نوشت: م توان نتیجه در

E =


k̂

Q

2πϵ0R2

(
1− z√

R2 + z2

)
, z > 0

−k̂
Q

2πϵ0R2

(
1 +

z√
R2 + z2

)
, z < 0

z

z

R

E = k̂
Q

2πϵ0R2

(
1 −

z
√
R2 + z2

)

E = −k̂
Q

2πϵ0R2

(
1 +

z
√
R2 + z2

)

مثبت نواخت ی تری ال بار با باردار قرص ی از ناش تری ال میدان :۱۴ −۳ ل ش

�

�

میدان است. σ نواخت ی ال چ با مثبت تری ال بار دارای ، نامتناه ابعاد با باردار ورقە ی یك ۱۷ −۳ مسئله
آورید. دست به آن از z فاصلە ی به نقطە ای در را تری ال

حل:

شبیه مراحل، تمام م گیریم. نظر در dr ضخامت و r شعاع به حلقە ای ل ش به را بار عنصر قبل مسئلە ی مانند



۳ فصل ۱۱۳مسائل

است ∞ تا 0 از R تا 0 از جای به انتگرال حدود فقط است قبل مسئلە ی

E = k̂
σz

2ϵ0

∫ ∞

0

rdr

(r2 + z2)3/2
= k̂

σz

2ϵ0

[
−1√
r2 + z2

]∞
0

= k̂
σz

2ϵ0

[ 1

|z|

]

=


+k̂

σ

2ϵ0
z > 0

−k̂
σ

2ϵ0
z < 0

σ

z

x

y
r

z

√
r 2

+
z 2

به نواخت، ی ال چ با نامتناه باردارِ ورقە ی ی اطراف نقاط در تری ال میدان م شود، مشاهده که همان طور
در یعن است. صفحه بر عمود و سان ی نقاط، همە ی در هم میدان جهت ندارد. بستگ صفحه تا نقاط آن فاصلە ی

داریم. نواخت ی تری ال میدانِ ی این جا

دوگانه انتگرال محاسبە ی به منجر البته که یریم. ب نظر در نقطە ای عنصر ی را سط عنصر م توانستیم دوم: روش
است. da = dx′dy′ ل ش به سط عنصر م کنیم. حل کارتزین مختصات دستگاه در را مسئله م شود.



۱۱۴۳ فصل مسائل

y

z

x

r= zk̂

dx′
dy′y′

x′

r− r′

dE

نوشت: م توان ل ش به توجه با

r = zk̂, مشاهده نقطە ی ان م بردار

r′ = x′̂i+ y′ĵ, سط عنصر ان م بردار

da = dx′dy′

r− r′ = zk̂− x′̂i− y′ĵ |r− r′| =
√
x′2 + y′2 + z2

E(r) =
1

4πϵ0

∫
daσ

(r− r′)

|r− r′|3

=
σ

4πϵ0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
dx′dy′

zk̂− x′̂i− y′ĵ

(x′2 + y′2 + z2)3/2

+∞ تا −∞ از متقارن بازە ی رویِ بر انتگرال و هستند فرد توابع آن ها انتگرال دە ی زیرا م شود صفر y x و مؤلفە های
م شود: گرفته

Ex = Ey = 0

م پردازیم: z مؤلفە ی محاسبە ی به این بنابر

Ez =
σz

4πϵ0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dx′dy′

(x′2 + y′2 + z2)3/2



۳ فصل ۱۱۵مسائل

م گیریم: نظر در را زیر متغیرِ تغییرِ انتگرال، محاسبە ی برای

y′ =
√
x′2 + z2 tan θ dy′ =

√
x′2 + z2(1 + tan θ)dθ

این بنابر

Ez =
σz

4πϵ0

∫ +∞

−∞
dx′
∫ +π/2

−π/2

√
x′2 + z2

(x′2 + z2)3/2
dθ√

1 + tan θ

=
σz

4πϵ0

∫ +∞

−∞

dx′
√
x′2 + z2

∫ +π/2

−π/2

dθ cos θ

=
2σz

4πϵ0

∫ +∞

−∞

dx′
√
x′2 + z2

م بریم: کار به را x′ = z tanα متغیرِ تغییرِ نیز اخیر انتگرالِ محاسبە ی برای

Ez =
σz

2πϵ0

∫ +π/2

−π/2

z(1 + tanα2)

z2(1 + tanα2)
dα

=
σ

2ϵ0

صفحه بالایِ نقاط برای که است واض است. صفحه بر عمود آن جهتِ و است نواخت ی تری ال میدانِ یعن
است: −k̂ جهتِ در میدان (z < 0) صفحه پایین نقاط در و k̂ جهتِ در میدان (z > 0)

E =

 +
σ

2ϵ0
k̂ z > 0

− σ

2ϵ0
k̂ z < 0

�

�

r) است. شده توزیع R شعاع به دایرە ای قرص یك سط روی بر σ =
σ0R

r
ال چ با تری ال بار ۱۸ −۳ مسئله

كنید. پیدا مركز از z فاصلە ی به قرص محور روی بر را تری ال میدان است) قرص مركز از نقطه هر فاصله

حل:

و نیست ثابت بار ال چ جا این در كه كنیم توجه باید تنها م كنیم عمل ۱۶ −۳ مسئله مانند مسئله این حل برای



۱۱۶۳ فصل مسائل

ϕ زاویە ی از مستقل و دارد بستگ r به تنها بار توزیع چون كه است این توجه قابل نكتە ی نم شود. خارج انتگرال از
كرد. استفاده حلقە ای المان از م توان است،

z

dE =
σ2πrdrz

4πϵ0(r2 + z2)3/2
k̂

σ =
σ0R

rz

√ r
2
+
z
2

P

Rr

dr

(۱۵ −۳ مسئلە ی نتیجە ی به توجه (با از است عبارت حلقە ای عنصر به مربوط میدان

dE = k̂
dqz

4πϵ0(r2 + z2)3/2

ترتیب: بدین dq = σ0R2πdr یا و dq = σ2πrdr اما

dE = k̂
σ0Rz

2ϵ0

dr

(r2 + z2)3/2

نتیجه: در و

E = k̂
σ0Rz

2ϵ0

∫ R

0

dr

(r2 + z2)3/2

آورد. دست به توان م r = z tan θ متغیر تغییر با ۸ −۳ مسئله مانند را انتگرال این پاس

E = k̂
σ0Rz

2ϵ0

[
1

z2
r√

r2 + z2

]R
0

E = k̂
σ0R

2

2ϵ0z
√
R2 + z2

�



۳ فصل ۱۱۷مسائل

�

ϕ ) است. شده توزیع σ = σ0 sin
2 ϕ ال چ با تری بارال R شعاع به دایرە ای قرص یك روی بر ۱۹ −۳ مسئله

دست به آن مركز از z فاصلە ی به و قرص محور روی نقطە ای در را تری ال میدان است) قطبی دستگاه در سمت زاویه
آورید.

حل:

ϕ سمت زاویه به بار توزیع زیرا كنیم استفاده حلقە ای عنصر از نم توانیم قبل، مسئلە ی دو برخلاف مسئله، این در
م كنیم. انتخاب ل ش مانند را da سطح عنصر دارد. بستگ

z

y

x

dE =
dq

4πϵ0

(r− r′)

|r− r′|3

σ = σ0 sin
2 ϕ

z

√
r
2
+
z
2

ϕ
dr

: با است برابر عنصر این مساحت

da = rdrdϕ

با: است برابر آن بار بنابراین، و

dq = σda = σ0 sin
2 ϕrdrdϕ

از: است عبارت بار، عنصر این ان م بردار

r′ = (r cosϕ)̂i+ (r sinϕ)̂j



۱۱۸۳ فصل مسائل

از: است عبارت میدان، نقطە ی ان م بردار و

r = zk̂

نتیجه در و

r− r′ = zk̂− (r cosϕ)̂i− (r sinϕ)̂j و |r− r′| =
√
r2 + z2

م شود محاسبه زیر ل ش به تری ال میدان ترتیب، بدین

E(r) =

∫
dE =

1

4πϵ0

∫
dq

(r− r′)

|r− r′|3

E =
1

4πϵ0

∫ 2π

ϕ=0

∫ R

r=0

σ0 sin
2 ϕrdrdϕ

zk̂− (r cosϕ)̂i− (r sinϕ)̂j

(r2 + z2)3/2

م آیند: دست به زیر ل ش به تری ال میدان مؤلفە های نتیجه در و

Ex =
−σ

4πϵ0

∫ R

r=0

∫ 2π

ϕ=0

r2 cosϕ sin2 ϕ

(r2 + z2)3/2
dϕdr

= − σ0

4πϵ0

∫ R

0

dr
r2

(r2 + z2)3/2

∫ 2π

0

cosϕ sin2 ϕdϕ

م دهد: نتیجه du = cosϕdϕ نتیجه در و u = sinϕ دادن قرار با ϕ روی بر انتگرال گیری

∫ 2π

0

cosϕ sin2 ϕdϕ =
1

3
sin3 ϕ

∣∣2ϕ
0

= 0

: ترتیب بدین و

Ex = 0



۳ فصل ۱۱۹مسائل

است. صفر نیز y مولفە ی كه دهید نشان مشابه طریق به

Ey = 0

: داریم z مولفە ی برای

Ez =
σ0z

4πϵ0

∫ R

0

∫ 2π

0

sin2 ϕrdrdϕ

(r2 + z2)3/2

=
σ0z

4πϵ0

∫ R

0

dr
r

(r2 + z2)3/2

∫ 2π

0

dϕ sin2 ϕ

: اما

∫ 2π

0

dϕ sin2 ϕ =

∫ 2π

0

dϕ
1− cos 2ϕ

2
= π

كنید) مراجعه ۱۱ −۳ و ۱۶ −۳ مسئلە ی (به نوشت م توان ر دی انتگرال مورد در

∫ R

0

dr
r

(r2 + z2)3/2
=

−1√
r2 + z2

∣∣∣R
0
=

−1√
R2 + z2

+
1

|z|

این بنابر

Ez =
σ0z

4πϵ0
(π)

(
1

|z|
− 1√

R2 + z2

)

نهایتاً و

E =


σ0

4ϵ0

(
1− z√

R2 + z2

)
k̂, z > 0

−σ0

4ϵ0

(
1− z√

R2 + z2

)
k̂, z < 0

�

�



۱۲۰۳ فصل مسائل

است.میدان شده ایجاد R شعاع به ای دایره سوراخ σ نواخت ی ال چ با نهایت بی دار بار ورقه یك در ۲۰ −۳ مسئله
كنید پیدا آن از z فاصله به و سوراخ محور روی بر را تری ال

σ

z

x

y
r

z

R

حل:

بی دار بار ورقه یعن ۱۷ −۳ مسئلە ی به شبیه مسئله، این حل برای است. شده داده نشان ل ش در مسئله وضعیت
است. ∞ تا R از انتگرال حدود كه تفاوت این با كنیم م عمل نهایت

E =

∫
dE = k̂

σz

2ϵ0

∫ ∞

R

rdr

(r2 + z2)3/2

= k̂
σz

2ϵ0

[
−1√
r2 + z2

]∞
R

= k̂
σz

2ϵ0

[
1√

R2 + z2

]

از ناش تری ال میدانِ كه ل ش بدین كنید. استفاده نیز نه هم بر اصل از مسئله این حل برای م توانید دوم: روش

را R شعاع به دایرە ای قرص یك از ناش تری ال میدانِ و یرید ب نظر در (
σ

2ϵ0
(یعن را كامل بی نهایت ورقە ی یك

كنید) استفاده ۱۷ −۳ و ۱۶ −۳ مسئلە های نتایج (از كنید كم آن از

E =
σ

2ϵ0
k̂ − σ

2ϵ0
(1− z

R2 + z2
)k̂

=
σz

2ϵ0
√
R2 + z2

k̂

�

�

م شود، مشخص 0 ≤ y < 2m و 0 ≤ x < 2m معادلات با که xy صفحە ی از بخش روی بر ۲۱ −۳ مسئله

ناش تری ال میدان است. شده توزیع
nC

m2
حسب بر σ = 2x(x2 + y2 + 4)

3

2 سطح ال چ با تری ال بار



۳ فصل ۱۲۱مسائل

كنید. پیدا
N

C
حسبِ بر (0, 0, 2m) نقطە ی در را بار توزیع این از

y

z

x

r = zk̂
z = 2m

dx′

dy′y′

x′

r− r′

dE

2m

2m

حل:

نظر در dq = σda بار با (x′, y′) مختصات به نقطە ای در را da = dxdy سطح عنصر ل، ش مطابق
با است برابر بار عنصر این ان م بردار م گیریم.

r′ = x̂i+ ŷj

از: است عبارت میدان نقطە ی ان م بردار و

r = zk̂ = 2k̂

نتیجه: در و

r− r′ = 2k̂− x̂i− ŷj و |r− r′| =
√
x2 + y2 + 4

E =
1

4πϵ0

∫ 2

y=0

∫ 2

x=0

σdxdy(2k̂− x̂i− ŷj)

(x2 + y2 + 4)3/2



۱۲۲۳ فصل مسائل

م آیند: دست به زیر ل ش به تری ال میدان بردار مؤلفە های از ی هر داریم. انتگرال سه واق در

Ex =
1

4πϵ0

∫ 2

y=0

∫ 2

x=0

xσdxdy

(x2 + y2 + 4)3/2

كه كنید توجه

σ = 2x(x2 + y2 + 4)3/2
nC

m3
= (2× 10−9)

[
x(x2 + y2 + 4)3/2

] C

m3

این بنابر

Ex = −2× 10−9

4πϵ0

∫ 2

0

∫ 2

0

x2(x2 + y2 + 4)3/2

(x2 + y2 + 4)3/2
dxdy

= −2× 10−9

4πϵ0

∫ 2

0

∫ 2

0

x2dxdy

= − 2× 10−9

4πϵ0
y

∣∣∣∣2
0

x3

3

∣∣∣∣∣
2

0

= −96
N

C

داریم: y مؤلفە ی برای و

Ey = −2× 10−9

4πϵ0

∫ 2

0

∫ 2

0

xydxdy

= −(2× 10−9)(9× 109)

[
1

2
x2

]2
0

[
1

2
y2
]2
0

= −72
N

C

: با است برابر تری ال میدان z مؤلفە ی نهایتاً و

Ez = −2× 10−9

4πϵ0

∫ 2

0

∫ 2

0

2dxdy = −2(2× 10−9)(9× 109) = −144
N

C
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: با است برابر (0, 0, 2) نقطه در تری ال میدان ترتیب بدین

E(0,0,2) = −[96̂i+ 72ĵ + 144k̂]

= −24(4̂i+ 3ĵ + 6k̂)
N

C∣∣E(0,0,2)

∣∣ = 24
√
6
N

C

�

�

ان های م در ترتیب به yz صفحە ی با موازی دو هر σ′ و σ نواخت ی ال چ با نهایت بی باردار ورقه دو ۲۲ −۳ مسئله
σ′ = −σ ب) و σ′ = σ الف) كه شرط به نقاط، همە ی در را تری ال میدان دارند. قرار x = −1 و x = 1

است.] مثبت σ] کنید. پیدا

حل:

نهایت، بی باردار ورقە ی یك اطراف در تری ال میدان كه م دانیم ،(۱۷ −۳) مسئلە ی نتیجە ی به توجه با الف)

است. صفحه بر عمود آن جهت و
σ

2ϵ0
با است برابر نواخت، ی بار ال چ با

x

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

σ σ

۱⃝ ۲⃝

E1

E2

E1

E2

E1

E2

x = 1x = −1

ل): ش به توجه (با آن گاه بنامیم E1 را x = −1 در واق ورقە ی از ناش تری ال میدان اگر

E1 =


− σ

2ϵ0
î x < −1

+
σ

2ϵ0
î x > −1
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آن گاه بنامیم E2 را x = 1 در واق ورقە ی از ناش تری ال میدان واگر

E2 =


− σ

2ϵ0
î x < 1

+
σ

2ϵ0
î x > 1

با: است برابر نه هم بر اصل به توجه با كل میدان

E = E1 +E2 =



− σ

ϵ0
î x < −1

0 −1 < x < 1

+
σ

ϵ0
î x > 1

در و است منف بار دارای x = −1 در واق ورقه حالت این در كه است این قبل قسمت با قسمت این تفاوت ب)
است. معكوس باشد مثبت بار كه حالت به نسبت آن تری ال میدان جهت نتیجه

x

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−

−σ σ

۱⃝ ۲⃝

E1

E2

E1

E2

E1

E2

x = 1x = −1

E1 =


+

σ

2ϵ0
î x < −1

− σ

2ϵ0
î x > −1
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: با است برابر كل میدان بنابراین

E = E1 +E2 =



0 x < −1

− σ

ϵ0
î −1 < x < 1

0 x > 1

�

�

تری ال میدان گرفتە اند. قرار موازی طور به σ مثبت نواخت ی ال چ با نهایت بی باردار ورقە ی سه ۲۳ −۳ مسئله
آورید. دست به فضا نقاط همە ی در را

حل:

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
σ σ σ

۱⃝ ۲⃝ ۳⃝

E1

E2

E3

الف ناحیە ی

E1

E2

E3

ب ناحیە ی

E1

E2

E3

ج ناحیە ی

E1

E2

E3

د ناحیە ی

است. شده مشخص ل ش در مسئله وضعیت
است: معلوم ناحیه هر در برآیند میدان ل، ش به توجه با

كنید) مراجعه ۲۲ −۳ مسئله به بیشتر توضیح برای |E1| = |E2| = |E3| =
σ

2ϵ0
كه كنید توجه )

الف ناحیه در → E = 3
σ

2ϵ0
چپ سمت به

ب ناحیه در → E =
σ

2ϵ0
چپ سمت به

ج ناحیه در → E =
σ

2ϵ0
راست سمت به

د ناحیه در → E = 3
σ

2ϵ0
راست سمت به
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�

�

45◦ زاویە ی ر دی ی با و گرفتە اند قرار متقاط طور به سان ی ال چ با بی نهایت باردار ورقە ی دو ۲۴ −۳ مسئله
م سازند.

حل:

45◦

E1

E2

135◦

135◦

E1

E245 ◦

است. صفحات بر عمود آن جهت و (۱۷ −۳ (مسئله
σ

2ϵ0
با برابر صفحات از یك هر از ناش میدان كه م دانیم

بین زاویه ناحیه، چهار این از ناحیه دو در م كنند. تقسیم ناحیه چهار به را فضا ، متقاط صفحە ی دو ر، دی سوی از
بین بازِ نواح در تری ال میدان پس است. 45◦ زاویە ی ر دی ناحیە ی دو در و 135◦ تری ال میدان های بردارهای

: از است عبارت است) 45◦ میدان بردارهای بین زاویە ی و  135◦ صفحات بین زاویە ی (كه صفحه دو

E =
√

E2
1 + E2

2 + 2E1E2 cos 45◦



۳ فصل ۱۲۷مسائل

پس: E1 = E2 =
σ

2ϵ0
اما

E =
σ

2ϵ0

√
2 +

√
2

است): 135◦ میدان بردارهای بین زاویە ی و  45◦ صفحات بین زاویە ی (كه صفحات بین بستە تر ناحیە ی در و

E =
√
E2

1 + E2
2 + 2E1E2 cos 135◦ =

σ

2ϵ0

√
2−

√
2

�

�

بە طورِ Q تری ال بارِ ،R شعاع به دایرە ای مقط سط و L طولِ به پلاستی لولە ی یك سط روی بر ۲۵ −۳ مسئله
كنید. پیدا انتهایش دو از ی در لوله، محورِ رویِ بر را تری ال میدانِ است. شده پخش نواخت ی

حل:

y

z

x

z

L− z

dz

P (0, 0, L)

R

R

dE

(0, 0, L) مختصات با P نقطە ی در را تری ال میدانِ م خواهیم كردە ایم. انتخاب ل ش مطابق را مختصات دستگاه
برابر حلقه این روی تری ال بارِ م گیریم. نظر در z انِ م در dz ضخامتِ به حلقە ای استوانه، روی بر كنیم. پیدا

.σ =
Q

2πRL
نوشت م توان است، نواخت ی بار توزیع چون و da = 2πRdz آن در كه dq = σda با است

مربوط تری ال میدانِ ۱۵ −۳ مسئلە ی نتیجە ی به توجه با .(L−z) با است برابر P نقطە ی تا حلقه این مركز فاصلە ی



۱۲۸۳ فصل مسائل

: با است برابر P نقطە ی در حلقه، این به

dE =
dq(L− z)

4πϵ0
[
R2 + (L− z)2

]3/2 k̂
=

Qdz(L− z)

4πϵ0
[
R2 + (L− z)2

]3/2 k̂
: نتیجه ر ود

E = k̂
Q

4πϵ0L

∫ L

0

(L− z)[
R2 + (L− z)2

]3/2 dz
م گیریم: نظر در را زیر متغیر تغییر

R2 + (L− z)2 = u

: ترتیب بدین

du = −2(L− z)dz

یا و

(L− z)dz = −1

2
du



۳ فصل ۱۲۹مسائل

: بنابراین

E = k̂
Q

4πϵ0L

∫ −1

2
du

u3/2

= k̂(
Q

4πϵ0
)

(
−1

2

)
(−2)u1/2

= k̂
Q

4πϵ0L

1√
R2 + (L− z)2

∣∣∣∣∣
L

0

= k̂
Q

4πϵ0L

[
1

R
− 1√

R2 + L2

]

�

�

این است. منطبق مختصات مبدأ بر حلقه مرکز دارد. قرار xy صفحە ی در R شعاع به دایرە ای حلقە ای ۲۶ −۳ مسئله
سمت زاویه ϕ) آوردید دست به z محور روی را تری ال میدان است. λ = λ0 sinϕ بار خط ال چ دارای حلقه

است.) قطبی دستگاه در

نشان ϕ زاویە ی به بار ال چ تابعیت نیست. نواخت ی حلقه روی بر بار توزیع که کنید توجه چیز هر از قبل حل:
است. منف ر دی نقاط برخ در و مثبت حلقه، از نقاط برخ در تری ال بارِ که م دهد

z

y

x

θ

dE

√
R
2
+
z 2

z

R
dϕ

dq = λdl

dl = Rdϕ

P

ϕ

حالت برای dE بردار فوق ل ش (در م گیریم. نظر در dq = λdl بار با را dl = Rdϕ طول كوچك بسیار عنصر
با: است برابر dq بارِ عنصرِ ان م بردار باشد). مثبت dq که شده رسم

r′ = x̂i+ ŷj = R cos ϕ̂i+R sin ϕ̂j
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: از است عبارت (0, 0, z) نقطه در dq از ناش میدان بنابراین است. r = zk̂ میدان نقطه ان م بردار و

dE =
dq

4πϵ0

r− r′

|r− r′|3
=

λR sinϕdϕ

4πϵ0

zk̂−R cos ϕ̂i−R sin ϕ̂j

(R2 + z2)3/2

: ترتیب بدین

E(0, 0, z) =
λ0R

4πϵ0(R2 + z2)3/2

[
k̂z

∫ 2π

0

sinϕdϕ− îR

∫ 2π

0

cosϕ sinϕdϕ

− ĵR

∫ 2π

0

sin2 ϕdϕ

]

كنید: محاسبه sin2 ϕ =
1− cos 2ϕ

2
زین جای با م توانید را سوم انتگرال و م شود صفر دوم و اول انتگرال

E(0, 0, z) = −ĵ
λ0R

2

4ϵ0(R2 + z2)3/2

تری ال میدانِ اندازە ی كنید: عمل زیر ل ش به م توانید كنید، حل را مسئله برداری روش به نخواهید اگر دوم: روش
: با است برابر dq كوچك عنصر از ناش

dE =
dq

4πϵ0(R2 + z2)
=

λ0 sinϕRdϕ

4πϵ0(R2 + z2)

: از است عبارت x, y, z مولفە های و

dEx = −dE sin θ cosϕ, dEy = −dE sin θ sinϕ, dEz = dE cos θ

نتیجه در cos θ =
z√

R2 + z2
و sin θ =

R√
R2 + z2

كه كنید توجه

Ex =

∫
dEx = − λ0R

2

4πϵ0(R2 + z2)3/2

∫ 2π

0

sinϕ cosϕdϕ

Ey =

∫
dEy = − λ0R

2

4πϵ0(R2 + z2)3/2

∫ 2π

0

sin2 ϕdϕ
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Ez =

∫
dEz =

λ0Rz

4πϵ0(R2 + z2)3/2

∫ 2π

0

sinϕdϕ

م آید: دست به تری ال میدانِ مؤلفە های انتگرال ها محاسبه با

Ex = Ez = 0 , Ey = − λ0R
2

4ϵ0(R2 + z2)3/2

نواخت ی باردارِ حلقە ی خلاف (بر است حلقه صفحە ی موازی تری ال میدانِ راستای حالت این در که کنید توجه
است.) حلقه صفحە ی بر عمود میدان، راستای که

�

�

صفحە ی در دایره نیم این λ = λ0 sin θ صورت به بار خط ال چ دارای R شعاع به دایرە ای نیم ۲۷ −۳ مسئله
به نسبت كه است قطبی زاویە ی θ است. منطبق مختصات مبدأ بر نیم حلقه مرکز .(y > 0 ناحیە ی (در دارد قرار yz

م شود. سنجیده z محور

كنید. پیدا (x, 0, 0) نقطە ی در را تری ال میدان الف)
نسبت x سوم توان با یعن است. قطبی دو میدان به شبیه حاصل میدان x ≫ R دور فواصل در كه دهید نشان ب)

دارد. عكس

حل:

y

z

x

θ

dl =
Rdθ

(x
, 0
, 0
)

بار عنصر است. π تا 0 از مسئله این در انتگرال حدود كه تفاوت این با م كنیم عمل قبل مسئلە ی مطابق الف)
از: است عبارت آن ان م بردار م گیریم. نظر در حلقه روی بر را dq = λRdθ

r′ = zk̂+ ŷj

= R cos θk̂+R sin θ̂j
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نتیجه: در r = x̂i. از: است عبارت میدان نقطە ی ان م بردار و

r− r′ = x̂i−R sin θ̂j−R cos θk̂, |r− r′| =
√
R2 + x2

ترتیب: بدین

E(x,0,0) =
1

4πϵ0

∫ π

0

λRdθ
r− r′

|r− r′|3

=
λ0R

4πϵ0(R2 + x2)3/2

{̂
ix

∫ π

0

cos θdθ − ĵR

∫ π

0

sin θ cos θdθ − k̂R

∫ π

0

cos2 θdθ

}

اما:

∫ π

0

cos θdθ = 0∫ π

0

sin θ cos θdθ = 0∫ π

0

cos2 θdθ =
π

2

: ترتیب بدین

E(x, 0, 0) = −k̂
λ0R

8ϵ0(R2 + x2)3/2

گاه: آن x ≫ R اگر ب)

1

(x2 +R2)3/2
=

1

x3

(
1 +

R2

x2

)−3/2

=
1

x3

(
1− 3R2

2x2
+ · · ·

)
=

1

x3
− 3R2

2x5
+ · · ·

≃ 1

x3

كه: كنید توجه
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(1 + α)m = 1 +
mα

1!
+

m(m− 1)

2!
α2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
α3 + · · ·

ترتیب: بدین

E(x, 0, 0) = −k̂
λR2

8ϵ0x3

�

�

كه است گرفته قرار گونە ای به z محور امتداد در و xy صفحە ی در نامتناه طول و d پهنای به نواری ۲۸ −۳ مسئله

است. σ نواخت ی سطح بار ال چ دارای نوار این است. x = −d

2
در آن ر دی لبە ی و x =

d

2
در آن لبە ی یك

بیابید. (x, y, z) نقطە ی در را تری ال میدان

حل:

y

z

x

+ d
2

− d
2

r′

da = dx′dz′

تری ال بار م گیریم. نظر در (x′, 0, z′) نقطە ی در نوار، روی بر da = dx′dz′ مساحت با كوچ عنصر



۱۳۴۳ فصل مسائل

از: است عبارت آن ان م بردار و dq = σdx′dz′ با است برابر عنصر این

r′ = x′̂i+ z′k̂

باشد. م r = x̂i+ ŷj+ zk̂ نیز میدان نقطه ان م بردار
ترتیب: بدین

r− r′ = (x− x′)̂i+ ŷj+ (z − z′)k̂

|r− r′| =
√
(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2

از: است عبارت تری ال میدان ترتیب بدین

E(x, y, z) =
1

4πϵ0

∫ ∫
σdx′dz′(r− r′)

|r− r′|3

E(x, y, z) =
σ

4πϵ0

∫ ∞

−∞

∫ + d
2

− d
2

(x− x′)̂i+ ŷj+ (z − z′)k̂

[(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2]
3/2

dx′dz′

داریم: انتگرال سه واق در

Ex =
σ

4πϵ0

∫ ∞

−∞

∫ + d
2

− d
2

(x− x′)[
(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2

]3/2 dx′dz′

Ey =
σy

4πϵ0

∫ ∞

−∞

∫ + d
2

− d
2

1[
(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2

]3/2 dx′dz′

Ez =
σ

4πϵ0

∫ ∞

−∞

∫ + d
2

− d
2

(z − z′)[
(x− x′)2 + y2 + (z − z′)2

]3/2 dx′dz′

م گیریم: نظر در را زیر متغیر تغییر اول، انتگرال در سان اند. ی ظاهر ل ش لحاظ از سوم و اول انتگرال

(x− x′) = u ⇒ du = −dx′, z − z′ = w ⇒ dw = −dz′



۳ فصل ۱۳۵مسائل

بنابراین:

Ex =
σ

4πϵ0

∫ −∞

w=∞

∫ u=x− d
2

u=x+ d
2

ududw[
u2 + y2 + w2

]3/2
Ex =

−σ

4πϵ0

∫ u=x− d
2

u=x+ d
2

udu

∫ ∞

−∞

dw[
u2 + y2 + w2

]3/2
است. شده ظاهر (+∞,−∞) انتگرال حدود تعویض سبب به منف (علامت

∫ ∞

−∞

dt

(A2 + t2)3/2
=

1

A2

t√
A2 + t2

∣∣∣∞
−∞

=
2

A2

كنید.) مراجعه ۱۳ −۳ مسئله به است، محاسبه قابل t = A tan θ متغیر تغیر با انتگرال (این
بنابراین:

Ex =
−σ

4πϵ0

∫ u=x− d
2

u=x+ d
2

2udu

u2 + y2

است. محاسبه قابل dg = 2udu نتیجه در و g = u2 + y2 متغیر تغییر با نیز انتگرال این

Ex =
−σ

4πϵ0

∫
dg

g
= − σ

4πϵ0
ln(g)

=
−σ

4πϵ0
ln(u2 + y2)

∣∣∣∣x− d
2

x+ d
2

Ex =
σ

4πϵ0
ln(

(x+ d
2 )

2 + y2

(x− d
2 )

2 + y2

محاسبە ی برای است.] همین σ پشت منف علامت شدن ناپدید علت ln
(a
b

)
= − ln

(
b

a

)
كه كنید توجه ]

كنید. محاسبه مشابه روش با را ، انتگرال تری ال میدان z مولفە ی
: است صفر با برابر نتیجه

Ez = 0
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كنیم: م عمل زیر شرح به نیز دوم انتگرال محاسبه برای

u = x− x′ , w = z − z′

Ey =
σ

4πϵ0

∫ ∞

−∞

∫ x+
d

2

x−
d

2

dudw[
u2 + y2 + w2

]3/2
م شود. ضرب منف در انتگرال مقدار كنیم عوض را انتگرال حدود جای گاه هر كنید. توجه انتگرال حدود تغییرات [به

كردە ایم.] عوض را انتگرال حدود جای بار دو ما جا این در

Ey =
σy

4πϵ0

∫ x+ d
2

x− d
2

du

∫ ∞

−∞

dw[
u2 + y2 + w2

]3/2
=

σy

4πϵ0

∫ x+ d
2

x− d
2

du
{ 2

u2 + y2

}

م دانیم: اما

∫
dt

a2 + t2
=

1

a
tan−1

(
t

a

)

شود.) م حل سادگ به t = a tan θ متغیر تغییر با انتگرال این )
بنابراین:

Ey =
σy

4πϵ0

[
1

y
tan−1

(
u

y

)]x+ d
2

x− d
2

=
σ

2πϵ0

[
tan−1

(
x+ d

2

y

)
− tan−1

(
x− d

2

y

)]

نهایت: در و

E(x, y, z) =
σ

2πϵ0

{̂
i ln

[(
x+ d

2

)2
+ y2(

x− d
2

)2
+ y2

]
+ ĵ

[
tan−1

(
x+ d

2

y

)
− tan−1

(
x− d

2

y

)]}

�
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�

است. شده پخش نواخت ی طور به Q تری ال بار R شعاع به كروی پوستە ی سط روی بر ۲۹ −۳ مسئله

است. صفر پوسته درون نقطه هر در تری ال میدان كه دهید نشان الف)
داشته قرار کره مرکز در که است Q نقطە ای بار ی میدان مانند پوسته خارج در تری ال میدان که دهید نشان ب)

باشد.

حل:

z

θ

Rdθ

R
R cos θ

r −R cos θ
R sin θ

u

dE

(۱۵ −۳) مسئلە ی از حاصل نتیجە ی از مسئله حل برای م کنیم. پیدا پوسته درون نقطە ای در را میدان ابتدا الف)
نظر در بالا ل ش مطابق حلقه، ل ش به سطح عنصر م كنیم. استفاده م كند، بیان را حلقه یك تری ال میدان كه

با: است برابر آن روی تری ال بار این بنابر است Rdθ آن ضخامت و r′ = R sin θ حلقه این شعاع م گیریم.

dq = σds = σ(2πr′)(Rdθ)

= σ2πR2 sin θdθ

: نوشت م توان (۱۵ −۳) مسئلە ی نتیجە ی به توجه با

E = k̂

∫
dq(r −R cos θ)

4πϵ0
[
r′2 + (r −R cos θ)2

]3/2
= k̂

∫ π

θ=0

σR2 sin θdθ(r −R cos θ)

2ϵ0 [r′2 +R2 − 2Rr cos θ]
3/2
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نظر در را u2 = r2 + R2 − 2Rr cos θ متغیر تغیر است. مشاهده نقطە ی تا کره مرکز فاصلە ی r که کنید توجه
نتیجه: در م گیریم.

udu = rR sin θdθ, R cos θ =
r2 +R2 − u2

2r

داشت: خواهیم انتگرال در عبارات این جاگذاری با

E = |E| = σR

4ϵ0r2

∫ R+r

u=(R−r)

−u
(
−r2 +R2 − u2

)
du

u3

=
σR

4ϵ0r2

{∫ R+r

R−r

r2 −R2

u2
du+

∫ R+r

R−r

du

}

=
σR

4ϵ0r2

{
−
(
r2 +R2

) ( 1

u

)∣∣∣∣R+r

R−r

+ u|R+r
R−r

}

=
σR

4ϵ0r2

{
(r2 +R2)

(
1

R+ r
− 1

R− r

)
+ (R+ r)− (R− r)

}
=

σR

4ϵ0r2

{
(−r2 +R2)

(
−2r

R2 − r2
+ 2r

)}
= 0

تمام م كنیم. استفاده حلقە ای عنصر از الف، قسمت مانند نیز پوسته از خارج در تری ال میدان كردن پیدا برای ب)
م كند. تغییر r +R تا r −R از u برای انتگرال حدود فقط و است قبل حالت به شبیه مسئله مراحل

z

θ

Rdθ

R
R cos θ

r −R cos θ R sin θ
u

dE
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E =
σR

4ϵ0r2

{∫ r+R

r−R

− (R2 − r2)

u2
du+

∫ r+R

r−R

du

}

E =
σR

4ϵ0r2

{
(R2 − r2)

(
2R

r2 −R2

)
+ 2R

}
E =

σR

4ϵ0r2
(4R)

E =
σR2

ϵ0r2

بنابراین: σ =
Q

4πR2
پس است نواخت ی بار چون اما

E =
Q

4πϵ0r2

میدان که است واض مسئله، کروی تقارن به توجه با اما گرفتیم، نظر در z محور روی را مشاهده نقطە ی ما چه اگر
فاصله حسب بر را، نقطه هر در تری ال میدان بردار ترتیب بدین است. شعاع کره اطراف در نقطه هر در تری ال

نوشت: زیر ل ش به م توان کره، مرکز از

E =


0 r < R

Q

4πϵ0r2
r̂ r > R

سطح توزیع ی از عبور هنگام است. کل ویژگ ی این است. گسسته r = R در تری ال میدان که کنید توجه
است. گسسته تری ال میدان بار،

�

�

نقاط همه در را ρ نواخت ی حجم ال چ با R شعاع به توپر کرە ی یك از ناش تری ال میدان ۳۰ −۳ مسئله
كنید. پیدا (r > R, r < R)

م كنیم. حل r > R برای را مسئله ابتدا الف) حل:

ضخامت و r′ شعاع به كروی پوستە ی یك م كنیم. استفاده (۲۹ −۳) مسئلە ی نتیجە ی از مسئله، این حل برای
مشاهده نقطە ی حالت این در که کنید دقت است. dq = ρ4πr′2dr′ با برابر پوسته درون بار م گیریم. نظر در dr′

است. پوسته این از خارج همواره ،r مشاهده، نقطە ی که است واض ،r′ < R که آن جا از و است کره از خارج
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r′ r

dr′

R

است: نقطە ای بار یك میدان مانند آن، از خارج در كروی پوسته یك از ناش میدان كه دیدیم قبل مسئلە ی در

dE =
dq

4πϵ0r2
=

ρ4πr′2dr′

4πϵ0r2

از: است عبارت آن از خارج در توپر كره از ناش كل میدان بنابراین

E =
ρ

ϵ0r2

∫ R

0

r′2dr′ =
ρR3

3ϵ0r2
, r > R

داریم: است نواخت ی ال چ كه جا آن از دهیم، نشان Q با را كره كل بار اگر كه

Q = ρ
4

3
πR3

نتیجه: در و

E =
Q

4πϵ0r2
, r > R

میدانِ با مشابه کره، از خارج نقاط در نواخت، ی ال چ با باردار کرە ی ی از ناش تری ال میدانِ که م شود دیده
است. نقطە ای بار ی از ناش

ضخامت و r′ شعاع به كروی پوستە ای نیز حالت ین درا .(r < R) باشد كره درون r نقطه كنید فرض حال ب)
که هنگام داریم. مختلف وضعیت های مختلف ′rهای برای که کنیم دقت جا این در باید اما م گیریم. نظر در dr′

در و (r′ < r) م گیرد قرار پوسته از خارج r نقطە ی حالات، از بعض در م گیریم، انتگرال r′ روی بر R تا 0 از
پوستە ی یك درون میدان كه م دانیم قبل مسئلە ی طبق اما (r′ > r) م گیرد. قرار پوسته درون r نقطە ی ر، دی حالات

پس: است. صفر باردار،
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r′ r

r′

R

E =

∫ r

0

ρdv

4πϵ0r2
+

∫ R

r

0

=

∫ r

0

ρ4πr′2dr′

4πϵ0r2

=
ρ

ϵ0r2

∫ r

0

r′2dr′

=
ρr

3ϵ0
r < R

نوشت: م توان ترتیب بدین

E =


ρR3

3ϵ0r2
r ≤ R

ρr

3ϵ0
r ≥ R

�
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۳ فصل اضاف مسائل

�

نقطە ای بار دور هم چنین دارند. قرار (+a,+a, 0) و (−a,−a, 0) نقاط در −q نقطە ای بار دو ۳۱ −۳ مسئله
آورید. دست به زیر نقاط از ی هر در را تری ال میدان دارند. قرار (+a,−a, 0) و (−a,+a, 0) نقاط در +q

.(0, 0, z) مختصات با ،z محور روی نقطە ای الف) ●
.(2a, 0, 0) مختصات با ،x محور روی نقطە ای ب) ●
.(0, 2a, 0) مختصات با ،y محور روی نقطە ای ج) ●

a−a

a

−a

x

y

−q

−q+q

+q

q
4πϵ0a2

(
1√
2
− 1

5
√
10

)
î ج) q

4πϵ0a2

(
1√
2
− 1

5
√
10

)
ĵ ب) صفر الف) جواب:

�

قرار 2a ضل به مربع ی D و C ،B ،A روئوس بر ترتیب، به Q و 2Q ،−q ،q تری ال بارهای ۳۲ −۳ مسئله
شود؟ صفر با برابر CD ضل وسط در تری ال میدان تا باشد، چقدر q/Q نسبت دارند.

q

Q
=

5
√
5

2
جواب:

�

دارد قرار x = a نقطە ی در  x محور روی بر q′ = αq بار و مختصات مبدأ در −q نقطە ای بار ۳۳ −۳ مسئله
وقت نقطه، این ان م بارە ی در است. صفر تری ال میدان x محور روی بر نقطە ی چه در است). مثبت عدد (α ی

کنید. بحث باشد، α > 1 وقت و 0 < α < 1

x =
a

1−
√
α

جواب:

�

ال چ با تری ال بار دارای b خارج شعاع و a داخل شعاع با سوراخ دار) (قرص دایرە ای نوار یك ۳۴ −۳ مسئله
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روی بر را تری ال میدان است. آن مرکز تا نوار از نقطه هر فاصلە ی r است. σ = σ0
b− a

r
نواخت ی غیر سطح

آورید. دست به نوار این محور

z

(0, 0, z)

ab

جواب:

E = k̂
σ0(b− a)

2πϵ0z

[
b

√
b2 + z2

−
a

√
a2 + z2

]
�

است. شده توزیع آن بر نواخت ی طور به  Q بار که دهد م نشان L را طول به باردار میلە ی ی زیر ل ش ۳۵ −۳ مسئله
(۱۱ −۳) مسئلە ی نتایج با را آمده دست به نتیجە ی بنویسید. β و α زوایای حسب بر P نقطە ی در را تری ال میدان

کنید. مقایسه

h
α β

x

y

+ + + + + + + + + +

P

L

جواب:

Ex =
Q

4πϵ0Lh
(sinβ − sinα)

Ey =
Q

4πϵ0Lh
(cosα− cosβ)

�

بار است. منطبق مختصات مبدأ بر آن مرکز و دارد xy قرار صفحە ی در R شعاع به دایرە ای حلقە ای ۳۶ −۳ مسئله
م شود). x سنجیده محور به نسبت ϕ) است شده توزیع λ = λ0 cosϕ خط ال چ با حلقه این روی بر تری ال

آورید. دست به حلقه این مرکز در را تری ال میدان

E = −
λ0

4ϵ0R
î جواب:
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�

سطح ال چ با تری ال بار ،L ارتفاع و R شعاع به استوانە ای پوستە ی جانبی سط بر ۳۷ −۳ مسئله
x محور به نسبت که است استوانه بدنە ی روی نقطه هر مختصات سمت زاویە ی ϕ است. شده توزیع σ = σ0 cosϕ

آورید. دست به استوانه این مرکز در را تری ال میدان م شود. سنجیده

جواب:

E = −î
σ0RL

2ϵ0
√
4R2 + L2

�

بار م شود، مشخص z > 0 و x2 + y2 + z2 = R2 معادلە ی با که R شعاع به نیم کرە ای روی بر ۳۸ −۳ مسئله
پیدا نیم کره) (مرکز مختصات مبدأ در را تری ال میدان است. شده توزیع σ نواخت ی سطح ال چ با تری ال

کنید.

E = −
σ

4ϵ0
k̂ جواب:

�

م شود، مشخص z > 0 و x2 + y2 + z2 = R2 معادلە ی با که R شعاع به نیم کرە ای روی بر ۳۹ −۳ مسئله
نقطه هر مختصات سمت زاویە ی ϕ است. شده توزیع σ = σ0 sinϕ نواخت ی غیر سطح ال چ با تری ال بار
پیدا نیم کره) (مرکز مختصات مبدأ در را تری ال میدان م شود. سنجیده x محور به نسبت که است نیم کره سط روی

کنید.

E = −ĵ
σ0π

16ϵ0
جواب:

�

این جانبی سط بر یرید. ب نظر در زیر ل ش در شده داده نشان مشخصاتِ با توخال ناقص مخروط ۴۰ −۳ مسئله
دست به مختصات مبدأ در را تری ال میدان است. شده توزیع σ0 نواخت ی سطح ال چ با تری ال بار مخروط

آورید.

y

x

z

a
b

θ

σ0

E = −k̂
σ0 sin 2θ

4ϵ0
ln

b

a
جواب:
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�

این جانبی سط بر یرید. ب نظر در زیر ل ش در شده داده نشان مشخصاتِ با توخال ناقص مخروط ۴۱ −۳ مسئله
هر مختصات سمت زاویە ی ϕ است. شده توزیع σ = σ0 sinϕ نواخت ی سطح ال چ با تری ال بار مخروط
دست به مختصات مبدأ در را تری ال میدان م شود. سنجیده x محور به نسبت که است مخروط سط روی نقطه

آورید.

y

x

z

a
b

θ

σ0 sinϕ

E = −ĵ
σ0 sin

2 θ

4ϵ0
ln

b

a
جواب:

�

فاصلە ی در که است شده یل تش −5.0 µC و +5.0 µC تری ال بارها ی از تری ال دوقطبی ی ۴۲ −۳ مسئله
E = 3.0 × 105 N/C شدت با نواخت ی تری ال میدان ی در دوقطبی این گرفتە اند. قرار هم از 2.0 nm

است. گرفته قرار تری ال میدان به نسبت 30◦ زاویە ی تحت

است؟ چقدر دوقطبی این بر وارد نیروی گشتاور اندازە ی وضعیت، این در الف)
گیرد؟ قرار میدان بر عمود دوقطبی این تا دهد انجام کار چقدر خارج عامل ب)

W = 2.6× 10−9 J ب) τ = 1.5× 10−9 Nm الف) جواب:


